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Theorie der Streuung schneller geladener Teilchen
III. Die Vielfachstreuung von Bahnspuren unter Beriicksichtigung der statistischen Kopplung

Von G.MOLIERE

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen, und der Eberhard-Karls-Universitit, Tiibingen *
(Z. Naturforschg. 10a, 177—211 [1955]; eingegangen am 28. September 1950)

Die Vielfachstreuung einer Bahnspur werde — wie iiblich — bestimmt durch Eintei-
lung dieser Spur in Abschnitte (,,Zellen‘‘) und Messung gewisser, die Richtungsinderung
von Zelle zu Zelle charakterisierender ,,Merkmale‘‘. Als solche koénnen z. B. gewihlt
werden: Winkel zwischen benachbarten Tangenten (Fall Ia) oder Sehnen (Fall Ila).
Praktisch wichtig sind Merkmale, bei denen ,,Ausglittung‘ (,,smoothing‘‘) verwendet
wird: Winkel zwischen ,,best-angepaliten Geraden‘‘ (Fall Ib) bzw. den Verbindungs-
geraden der ,,Schwerpunkte‘‘ (Fall IIb, ,,sagitta‘‘-Methode) benachbarter Zellen. — Fiir
die verschiedenen Fille wird die auf Vielfachstreuung beruhende Verteilungsfunktion der
Merkmale aufgestellt unter strenger Beriicksichtigung der statistischen Kopplung zwi-
schen diesen. Fur die Fialle Ib und IIb wird auBerdem die auf ,,unechter Streuung‘
(s,spurious scattering‘‘, ,,noise level) beruhende Verteilung der Merkmale behandelt.
Es wird gezeigt, dall die Koordinaten-Methode (IIb) wesentliche Vorteile gegeniiber der
Winkel-Methode (Ib) aufweist. — Im § 13 sind die praktischen Auswertungs-Verfahren
beschrieben und die dabei benotigten Tabellen zusammengestellt. Im § 14 sind Methoden

zur Trennung der echten und unechten Streuung behandelt.

~\ {I it dem Gebiet der Kleinwinkel-Streuung schneller

geladener Teilchen beschéftigen sich bereits zwei
unter dem gleichen Titel erschienene, vorangehende
Arbeiten I! und I12 des Verf.; Gegenstand von I ist die
quantenmechanische Berechnung des Wirkungsquer-
schnittes fiir Einzelstreuung mit Abschirmung auf
Grund des Thomas-Fermi-Modells. Das Ergebnis —
soweit es fur die Weiterverwendung in der Theorie der
Vielfachstreuung in Betracht kommt — kann durch
die Interpolationsformel fir den ,,Abschirmungswin-
kel‘

L PRTSNPRY B0 N Y
%= 75,4685 10k | P T >0\ 1378 (s 1)

wiedergegeben werden, die zwischen den beiden Grenz-
fallen: ,,Streuung als reiner Beugungs-Effekt‘ (Born-
sche Niaherung: zZ/(137 f)< 1) und ,,Streuung als
reiner Brechungseffekt'‘ (klassische Naherung, WKB-
Methode; 2Z/(137 ) >1) in einer Weise interpoliert,
die auch im Ubergangsbereich die exakte Liosung ge-
niigend gut annahert. — In II wurde das Verteilungs-
gesetz fur ein einzelnes, auf Vielfachstreuung be-
ruhendes ,,Merkmal‘‘ berechnet, und zwar fir die bei-
den Fille, daf dieses ,,Merkmal‘‘ der raumliche Winkel
O und daB3 es der projizierte Winkel @ zwischen An-
fangs- und Endtangente der Bahn ist. Dieses Vertei-
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lungsgesetz hiangt von zwei Parametern ab, namlich
einem charakteristischen Winkel:
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(N Dichte der streuenden Atome; ! Lange der Bahn)
und dem Abschirmungswinkel y, nach (E, 1), bzw. an
dessen Stelle einem Parameter B, der gegeben ist als
die grollere Losung der Gleichung:
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[In (e/y*)=—0,154.] Das Ergebnis in 1T wurde in Form
einer Funktions-Entwicklung nach fallenden Potenzen
von B erhalten. Das erste Glied dieser Entwicklung
hat die bekannte Form der Gaul-Funktion, wahrend
das nichste und die folgenden Glieder den ,,Einfach-
streuungs-Schwanz‘‘ sowie den Ubergang zu diesem
enthalten. — Snyder und Scott?® haben unabhingig
und nach einem anderen (im Grunde genommen mit
dem unseren sehr nahe verwandten) Verfahren fiir den
Fall des projizierten Winkels eine Losung erhalten, die
(abgesehen von Unterschieden in dem zugrunde ge-
legten Einzelstreugesetz und der Art der Darstellung
der Ergebnisse, die sie in Tabellenform angeben) der
unseren dquivalent ist 32,
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Seit den groBlen Fortschritten, die in den letzten
Jahren in der Anwendung der photographischen Emul-
sion zur Untersuchung von Teilchen-Spuren erzielt
werden konnten, hat die Theorie der Vielfachstreuung
zur Auswertung dieser Spuren und zur Bestimmung
der Eigenschaften der sie erzeugenden Teilchen eine
stindig zunehmende Anwendung gefunden. Seit der
Verwendung der ,,elektronsensitiven‘‘ Platten und der
Vervollkommnung der technischen Verfahren, insbe-
sondere zur Vermeidung von Verzerrungen in der photo-
graphischen Schicht (Briissel-Gruppe), ist die Grenze
der Energie-Bestimmung nach dieser Methode immer
weiter hinauf verlegt worden.— Die dabei verwendeten
Methoden beruhen auf einer direkten Winkelmessung
und wurden von verschiedenen Autoren beschrie-
ben?-6. Eine weitere Arbeit von Fowler? bezieht sich
auf die Auswertung von Koordinatenmessungen (,,sa-
gitta‘‘-Methode; Niaheres vgl. unten). Die kombinierte
Auswertung der Streuung zugleich mit magnetischer
Ablenkung beschreibt Goldschmidt-Clérmont® fur
die photographische Schicht sowie Groetzinger und
Mitarbb.®. Letztere wenden fir die Streuung der Nebel-
kammer-Spuren sehr dhnliche Methoden an, wie sie
von den Platten her bekannt sind 2.

Bei allen diesen Methoden wird die zu untersuchende
Spur in Abschnitte oder ,,Zellen‘‘ — meist von gleicher
Lange — eingeteilt, und die geeigneten ,,Merkmale‘‘,
d. h. WinkelgréBen (beruhend entweder auf direkter
Winkel- oder auf Koordinaten-Messung), die die Rich-
tungsianderungen der Spur von Zelle zu Zelle beschrei-
ben, werden ausgemessen. Bei der Anwendung der
Theorie der Vielfachstreuung wurden bisher durchweg
die einzelnen Merkmale als statistisch unabhingig be-
trachtet, so dall das Verteilungsgesetz fiir die n Merk-
male einer Spur die Gestalt eines Produktes von Ver-
teilungsgesetzen fur je ein einzelnes Merkmal hat. Da-
mit dies gerechtfertigt ist, mufl man die Merkmale —
unter Verminderung ihrer Anzahl — so auswihlen, daf
die statistische Kopplung klein ist (z. B. indem man
nicht die Richtungs-Anderungen zwischen benachbar-
ten, sondern zwischen weiter voneinander entfernten
Zellen als ,,Merkmale‘‘ verwendet). Dies gilt um so
mehr, als die bei den Platten-Spuren notwendig ver-
wendete ,,Ausglattung‘‘ (,,smoothing‘‘, bestehend in
einer gewissen Mittelung uber die Richtung bzw. Lage-
koordinate der Korner lings einer Zelle) sich in einer
vermehrten statistischen Kopplung auswirkt. Hinzu
kommt, dafl bei Platten-Spuren die sogenannte ,,un-
echte Streuung‘‘ (,,spurious scattering‘‘, ,,noise level‘‘;
vgl. %) zu einer VergrofSerung der gewiahlten Zell-Lange
bzw. des verwendeten Abstandes zwischen den aus-
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H. Muirhead u. D. M. Ritson; Proc. Phys. Soc.
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Mag. 40, 1250 [1949].
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8Y. Goldschmidt-Clérmont wu. M.
Nuovo Cim. 7, 220 [1950].
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genutzten Zellen zwingt und sich damit in der gleichen
Richtung auswirkt.

Um die statistische Genauigkeit zu erhohen — als
Erginzung zu den standig verfeinerten experimentellen
Methoden — erscheint es daher notwendig, auch die
theoretischen Hilfsmittel so weiterzuentwickeln, daf
der Korrelation — unter Einbeziehung der Ausglit-
tung und der unechten Streuung — in Strenge Rech-
nung getragen wird. Dies ist in der vorliegenden Arbeit
geschehen (mit der Einschrinkung, dafl der Einfluf}
der ,,Einfachstreuung‘‘ vorerst nur fir die Verteilungs-
funktionen einzelner Merkmale ausgewertet wurde).

Beziiglich der Wahl der Merkmale betrachten wir die
folgenden Falle (vgl. Abb. 1):

&G 2 Gl

Abb. 1. Die die Streuung charakterisierenden Merk-
male in den Féllen Ia bis IIb.

Fall Ia (Idealfall der Winkel-Messung): Gemessen
werden die Winkel f; der Tangenten in dquidistanten
Bahnpunkten beziiglich einer willkiirlichen Geraden.
Statistisch ausgewertet werden die Winkel o; = 8, —f;_;.

Fall 1b (Realfall der Winkel-Messung): Gemessen

werden Winkel B‘l der den Zellen angepafiten ,,besten
Geraden‘‘ gegeniiber einer Bezugs-Geraden. Die aus-

zuwertenden Merkmale sind die Eizﬁi— Bi-1-

9 G. Groetzinger, M. J. Berger u. F. L. Ribe,
Phys. Rev. 77, 584 [1950].

92 Anm. b. d. Korr.: Vgl. dazu die neueren Arbei-
ten (dort auch weitere Literatur-Angaben): Gott-
stein, Menon, Mulvey, O’Ceallaigh u. Rochat,
Phil. Mag. 42, 708 [1951]; B.d’Espagnat, C. R.
Acad. Sci., Paris, 232,800 [1951]; C. C. Dilworth,
Nuovo Cim., Suppl., 11, 203 [1954]; Fay, Gottstein
u. Hain, ibid. 11, 234 [1954]; R. Levi Setti, ibid.
11, 207 [1954].
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Fall ITa (Idealfall der Koordinaten-Messung): Ge-
messen werden die Koordinaten y;; ausgewertet wer-
den die Sehnen-Winkel benachbarter Zellen, d. h. die
GroBen w;= (y;—1—2¥; + ¥;41)/s (s Zell-Liange).

Fall IIb (Realfall der Koordinaten-Messung): Ge-
messen werden die Schwerpunkts-Koordinaten y; der
Zellen (bezogen auf eine willkiirliche Bezugsgerade).
Merkmale fiir die Auswertung sind die Groflen w;=
Wi1—2Y; + Yis1)ls.

Nachtriaglich bei der Korrektur konnte auch —
einem Vorschlag von Rochat 113 folgend — ein zwi-
schen ITa und IIb liegender intermedidrer Fall IIc in
die Behandlung eingeschlossen werden, der der prak-
tischen ,,sagitta‘‘-Methode nach Fowler? speziell an-
gepalit ist.

Erginzend werden auch die (mit IITa bzw. IIIb
bezeichneten) kombinierten Fille der gleichzeitigen
‘Winkel- und Koordinaten-Messung behandelt, die wohl
praktisch nur dann in Betracht kommen durften,
wenn eine (relativ) kurze Spur mit nur einer geringen
Anzahl von Zellen mit noch moglichst groler Genauig-
keit ausgewertet werden soll. (In allen behandelten
Fillen sind nur solche Merkmale in Betracht gezogen
worden, die sich auf die Projektion der Spur auf eine
Ebene beziehen, da nur diese der Messung bequem zu-
ginglich sind.)

Soweit mir bekannt, ist die Korrelation zwischen auf
Vielfachstreuung beruhenden Merkmalen bisher nur
in einem Fall von zwei Merkmalen (End-Koordinate
und End-Winkel) von Fermi behandelt worden (mit-
geteilt bei Rossi und Greisen!?) und unabhingig von
Bothell. — Wiahrend der Abfassung dieser Arbeit
wurde mir bekannt, dall sich Moyal!? (Manchester)
unabhingig davon mit dem gleichen Gegenstand be-
schaftigt.

§ 1. Die Verteilungsfunktion fiir n auf Vielfach-
' streuung beruhende ,,Merkmale‘

Wir betrachten eine Bahnspur, deren Vielfach-
streuung durch » geeignete ,,Merkmale* z;, z,, . . .,
x, charakterisiert sei. Als wesentliche Eigenschaft
der z; setzen wir voraus, dal3 sie durch ,,Akkumu-
lation‘‘ zustande kommen, d. h. jeder der vielen
Coulombschen Einzelstreuakte, die das Teilchen
beim Durchlaufen seiner Bahn erfiahrt, soll einen
Beitrag «;/ zu (im allgemeinen) jeder der Groflen
z, liefern, derart, dall jedes Merkmal x; die Summe
der vielen zugehorigen Beitrige z; darstellt. —
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall das Teilchen
beim Durchlaufen seiner Bahn einen Einzelstreu-
akt von der Art erfahrt, dafl dabei Beitrage z,’, x,’,

10 Vgl. B. Rossi u. K. Greisen, Rev. Mod. Phys.
13, 240 [1941], Gl (1,62) S. 267.

11W. Bothe: unveroffentlichtes Manuskript, das im
September 1945 bei der Heidelberger Akademie der
Wissenschaften hinterlegt wurde.

12 Inzwischen veroffentlicht J. E. Moyal, Phil. Mag.
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. ., ,’ innerhalb der Intervalle dz,’, dz,/, . . ., dz,’
auftreten, seiW (2, x,’, . . ., ;) do, dz,’ . ..dx,’

oder kurz — indem wir den n-dimensionalen Vektor
= (), %), ..., 2,") und das zugehorige n-dimen-
sionale Volumenelement d"z’ einfithren —: W(y’)
dna’. Die n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte
W (deren spezielle Gestalt wir weiter unten be-
trachten werden) sei als n-faches Fourier-Integral
gegeben:

+o = =
W()=Qna)™ [ ...[dE®HQ(), (L1)

wobei die entsprechende Vektorschreibweise fiir die
Variablen &, &,, . . ., &, verwendet ist.

Bemerkung: Zwei mathematische Eigenschaften von
Fourier-Integralen der Form (1,1) seien hier ange-
merkt:

(1) ,,Projektion‘‘ und ,,Normierung‘‘. Wiinscht man
von einer durch ein n-faches Fourier-Integral der Art
(1,1) dargestellten Verteilungsfunktion dadurch, daB
man iiber eine der Variablen, z. B. z,,’, integriert, zu
einer entsprechenden Verteilungsfunktion in (n—1)
Dimensionen iiberzugehen, so folgt fiir die letztere ein
(n—1)-faches Fourier-Integral der gleichen Art, dessen
Fourier-Transformierte 2 aus derjenigen in (1,1) durch
Nullsetzen der (zu x,’, woriiber integriert wurde, ge-
horigen) Variablen &, hervorgeht (,,Projektion im n-
dimensionalen Raum der z;” auf eine (n—1)-dimen-
sionale Hyper-Ebene‘). — Fiithrt man diesen Prozel}
nacheinander fir alle n Variablen aus (,,Normierung‘‘),
so folgt fiir das Integral iiber den ganzen z’-Raum:

+ o
[ W (g)dma = 2 (0) = Q,.
— 0

In dem hier betrachteten Fall bedeutet die Griolle
£, nach (1,2) die mittlere Anzahl von Einzelstreupro-
zessen, die das Teilchen beim Durchlaufen seiner Bahn
uberhaupt erfahrt.

(2) ,,Faltung*‘. Sind W, (x), W, (%), - . ., W (zr) Funk-
tionen im n-dimensionalen Vektorraum g, dargestellt

durch Fourier-Integrale der Form (1,1) mit Fourier-
Transformierten 2, (?), 92(7,;), 9855 Qk(?), so ist das

,,Faltungsprodukt‘‘:

(1,2)

+ oo
WisWoso o s Wi (t) = [ ... [WL (g — 2 )Wa (F' —27) ...
— o0

oW (B — p(B)) @R’ AR L L dpa®) (1,3)

ein Fourier-Integral der gleichen Form, dessen Fourier-
— —

Transformierte das gewéhnliche Produkt 2, (£) 2,(&)...

2, (_E) ist. Speziell fur & gleiche Funktionen W, =W,=
.. .= W= W schreiben wir das Faltungsprodukt als

41, 1058 [1950]. Vgl. hierzu !® in § 14 vorliegender Ar-
beit sowie d’Espagnat?3, Vgl. ferner auch: G. Doéme,
Estimation de la courbure magnétique des traces lais-
sées par les particules ionisantes dans les émulsions
photographiques. These. Université libre de Bruxelles,
Juillet 1950.
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,»k-te Faltungs-Potenz‘ W¥*(g), deren Fourier-Trans-
formierte die (gewdhnliche) k-te Potenz QF (:g) der zu
W gehorigen Fourier-Transformierten ist.

Es sei nun f(2, @,, . . ., x,) da, da, . . . dx, =f (1)
d7z die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 die akku-
mulierten Merkmale Werte bei z; in dz; haben.
Analog wie in II zerlegen wir die Verteilungsfunk-
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tion f(r) in Anteile f,(x), f,(z), . . ., fx(z) . . . davon
herrithrend, daf3 beim Durchlaufen der Bahn 0, 1,
2, ... k, ... Einzelstreuprozesse aufgetreten sind.
Es bedeute f, (r) d"z die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daBl k Einzelstreuprozesse und als Folge davon
Merkmal-Werte bei z; in dz; auftreten. Man erhilt
analog wie in II:

fo @) =e%8(x) =% (2n)" Ii-:f dng it (1,4a)
f (2) = W (1) = =% 2) Jix [ dng 650 (g), (1,4D)
o (5) = e=% W2 ()21 — o= (27) " fi-ifd"f 615 02 (B2 (Ldo)
(1) = =W (k) = o= @ )0 [ [ dog 66D Ok (Bt (14d)

—

Durch Aufsummieren erhalt man fiir die gesamte Verteilungsfunktion der akkumulierten Merkmale,
entsprechend unserem fritheren Ergebnis (4,4) in II:

+ —> —>
f@) = @m)n [ ... [ dog el B0,
—®

§ 2. Die allgemeine Korrelation zwischen ,,Merk-
malen ;" und dem Streuwinkel ® am Bahnende

Wir betrachten zunichst — als ein ausgezeich-
netes ,,Merkmal‘* der Streuung — den projizierten
Streuwinkel @ zwischen den Tangenten am End-
punkt und am Anfangspunkt der Bahn. Wir wer-
den nachher die Verteilungsfunktion fiir beliebige
Merkmale z;, wie sie allgemein durch (1,5) gegeben
ist, dadurch niher bestimmen, dal} wir die Kopp-
lung zwischen den bei einer Einzelstreuung auf-
tretenden Beitrigen z;” zu den Merkmalen z; und
dem Beitrag @’ zum Endstreuwinkel @ in Betracht
ziehen.

I sei die Weglinge ldngs der Bahn. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daBl auf einem Wegelement d/ ein
Finzelstreuprozell mit einem Beitrag @’ in d@’
zum Endstreuwinkel @ auftritt, ist (wie man leicht
durch Integration der Formel (6,1) in II iiber die
zur Projektionsebene senkrechte Winkelkompo-
nente erhélt):

1
w(@)AD' Al = 5 1, (D7 + 2,7 dl. (2,1)

Dabei unterscheiden wir zwischen positiven und
negativen Winkeln @’, je nachdem, ob die Ab-
lenkung nach der einen oder anderen Seite erfolgt.
Die Gréllen y,” und y, in (2,1) sind durch die Gln.
(6,2) und (6,3) in 11 gegeben; sie sind Funktionen

(1,5)

der Energie und damit — bei Beriicksichtigung des
Energieverlustes laings der Bahn— Funktionen der
Weglinge . Bei Vernachlissigung des Energiever-
lustes konnen sie als Konstante angesehen werden.

Im folgenden wird die Fourier-Darstellung der Funk-
tion w(®’) nach (2,1)

+ ©
1
w (D)= — j dé et?s o (&)
2n
- 00
bzw. deren Umkehrformel:

(2,2)

+ o
o (&)= [ d® e iV S w (D) 2,2%)
—®

benotigt werden. Aus der speziellen Gestalt (2,1) von
w (D) folgt

w (5) = (27.0/2/}:(12) Ll (Xu 5) (273)
mit der gleichen Funktion L,, wie sie bereits in II auf-
trat [vgl. z. B. II, Gl (5,1)]. Benutzt man deren
Reihenentwicklung [vgl. 11, G1. (6,7)], so folgt:

’2 7\2 2 Py 2
o (&)= };caz —|—(E—;c—) logy?(—gzl—a) +ones

Nunmehr wollen wir auller der Endablenkung @
zugleich weitere Merkmale x,, z, ... in Betracht
ziehen. Diese sollen so beschaffen sein, daf3 eine
Einzelstreuung, die an einer bestimmten Stelle [
der Bahn erfolgt, Beitrige x;” zu den Merkmalen
liefert, die zum Beitrag @’ des Endstreuwinkels
proportional sind.

x, =a; () D

(2,3

(2.4)



THEORIE DER STREUUNG SCHNELLER GELADENER TEILCHEN III

mit Proportionalitatsfaktoren (,,Kopplungsfakto-
ren‘’) a;(l), die im allgemeinen von der Stelle /, an
der die Einzelstreuung stattfindet, abhingen wer-
den. (Z.B.: Wihlt man als eines der Merkmale die
Koordinate y der seitlichen Ablenkung im End-
punkt der Bahn, bezogen auf die vom Anfangs-
punkt in Richtung der Anfangstangente ver-
langerte Gerade, so hat man den zugehdrigen
Kopplungsfaktor a (I) =l,—! zu setzen, wobei [, die
Lénge der Bahn bedeutet.)

Wegen der vollstandigen Kopplung zwischen den
x;/ und @’ 1aBt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten einer Einzelstreuung lings eines Weg-
elementes d/, die zu Beitrigen @ in d®’ und z;
in dx; Anlaf} gibt, auf die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit fiir @ allein zuriickfiihren, wie folgt :

w (@, x/, x),,...)dd do) da, ... dl (2,5)
=w (D)o (x)—a, () D)0 (xy —a, (1) D) ...dD’
de,” da,’ .. .dl,
wobei w(@’) nach (2,1) eingesetzt zu denken ist,
und ¢ Diracsche 6-Funktionen bedeutet.— (2,5) be-
zieht sich noch auf ein einzelnes Wegelement d/. Um
die auf die ganze Bahnlinge bezogene Wahrschein-
lichkeitsdichte W(®’, x,",,’, . . ., ,’) im Raum der
(n+1) Variablen @', z,/, ..., z,” — von der Art,
wie sie im § 1 und in GI. (1,1) betrachtet wurde —
zu erhalten, haben wir somit iiber die Bahnlédnge
zu integrieren:
W (D, x/, ..., x,) (2,6)
=[dlw(@)0 (x/ —a, @) ...0(x, —a,D)
(wobei kurz a; fir a,(l) steht).
Wir benutzen nun die Fourier-Umkehrung von
(1,1) (in n+ 1 Dimensionen), welche lautet:

D& E0 5555
+ o0
= [ouo [AdD day" . codiy? W (D535 5 « 058,
- .e—i('b’§+z,’5,+...+a:’nfn)
mit der Funktion W nach (2,6). Wegen der darin
auftretenden J-Funktionen lassen sich die Inte-
grationen in (2,7) iiber die x,” ausfithren, so daB}
nur die Integration iiber @’ iibrig bleibt. (2,7)
geht damit — unter Benutzung von (2,6) — iiber
in das einfache Fourier-Integral:

QE &8
+ oo

= [ A [dlw(@) e iV ETasb Tt )
— 0

(2,7)

(2.8)

Dieses ist (abgesehen von der Integration iiber die
Bahnldnge [, die wir nach derjenigen tiber @’ aus-
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fithren kénnen) von der gleichen Gestalt wie (2,2’)
mit dem Unterschied, da3 die Variable & ersetzt
ist durch &é+a, & +. . .+a, &,. Mit Benutzung von
(2,2") geht daher (2,8) iiber in:

Q& &, .. &) =[dloE+aé+...+a,8),

(2,9
wobei w die durch (2,3) gegebene Funktion be-
deutet. Benutzt man insbesondere deren Reihen-
entwicklung (2,3’), so erhdlt man, indem man zu-
gleich die Variable &£ =0 setzt (vgl. unten) und be-
riicksichtigt, dal Q= .2 ly/z,> [vgl. (1,2)] ist ([,=
gesamte Bahnliange):

Q (517 527 & 3 Sn) - 'Q()

’2

lﬂ - -
=J‘dlL(al§1+a2§2+...—+—an§n)2
0

(2,10)

. log[y;xe““ (@ & +ay &y +...4+a, En)z] .

Daf3 wir die Variable £=0 gesetzt haben besagt,
daB wir von der (n + 1)-dimensionalen Wahrschein-
lichkeitsdichte in @ und den z; zu der n-dimen-
sionalen in den z;” allein ibergegangen sind [vgl.
die Bemerkung iiber ,,Projektion‘* im Anschluf3 an
Gl (1,1)].

Gl. (2,10) ist der allgemeine Ausdruck des in
(1,5) einzusetzenden Exponenten. — Unsere wei-
tere Aufgabe wird darin bestehen, Gl. (1,5) zusam-
men mit (2,10) auszuwerten, wobei es wesentlich
auf die fiir die jeweilige Wahl der ,,Merkmale
charakteristische Abhingigkeit der Kopplungsfak-
toren a; (l) von der Weglinge [ (die der Kiirze halber
in den letzten Formeln nicht ausdriicklich bezeich-
net wurde) ankommen wird. — Bei Beriicksich-
tigung des Energieverlustes sind in (2,10) auch y,’
und y, Funktionen von [ (vgl. 11, § 6).

§ 3. Endwinkel @ und Endkoordinate y als Beispiel
korrelierter Merkmale

Als einfaches Beispiel behandeln wir die Vertei-
lungsfunktion in den zwei Merkmalen z; = @ (Win-
kel zwischen den Tangenten im Endpunkt und
Anfangspunkt der Bahn) und der Endkoordinate y
(seitliche Verschiebung des Endpunktes in bezug
auf die verlingerte Anfangstangente) bzw. der ihr
dquivalenten Gréfie x,=vyw=y/l, (I, Linge der
Bahn; i Winkel zwischen Sehne und Anfangs-
tangente: vgl. Abb. 2). Fiir die Kopplungsfaktoren
nach (2,4) haben wir dann zu setzen:

3.1

a, =1 und a, =1—1/l,

und die Verteilungsfunktion lautet nach (1,5):
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f (Q)’ ’/’) = (2 n)—z J‘J‘ dfl d‘fz eUP &+ &) Q58— (3,2)

Im Giiltigkeitsbereich der Theorie der Vielfachstreuung (vgl. II, § 11) ist hierin 2 (&, &) — Q, nach
(2,10) einzusetzen, also, indem zweckmiaflig a, nach (3,1) an Stelle von I als Integrationsvariable
verwendet wird (a, ist die vom Endpunkt der Bahn aus gerechnete Wegstrecke in der Einheit der
Bahnlidnge [;):
1
reg
Q&) — 2= j‘daz Xc4 .
0
Soll der Energieverlust lings der Bahn beriicksichtigt werden, so sind dabei y,” und y, als Funktionen
vonlbzw. a, zu betrachten. Kann der Energieverlust vernachlissigt und somit y,” und y, als Konstante
angesehen werden, so folgt aus (3,3) nach Ausfithrung der Integration:

Y2 242 (& + ay &,)?
de '

(& + a, &,)? log (3,3)

2% b 72 %0’ (51 + &)° 7% %a® & ;

Q& &) — Q=55 [(51 + &)t log —=——=—— & log T] . (3,3)

Die weitere Auswertung wollen wir nun zu- g, = £ cosi — & sin, (3,5a)
néchst in der Weise ausfiihren, dal wir durch ,,Pro- £, = & sind + 2 oosll. (3,5b)

jektion“ in der @, w-Ebene auf eine geeignete . . L. .
Achse (vgl. die diesbeziigliche Bemerkung in § 1) Die Verteilungsfunktion in den neuen Variablen x

von der zweidimensionalen zu einer eindimensiona- und z ist von der gleichen Form wie (3,2), wobei

len Verteilungsfunktion iibergehen. rechts unter dem Integralzeichen .Q(&,E) durch die
Substitutionen (3,5a und b) aus 2 (&, &,) hervor-
/_< & geht. — Nunmehr gehen wir durch Integration

von f(x,7) iiber die Variable z zu der eindimensio-
/ y nalen Verteilungsfunktion f(z) in der Variablen z

bzw. — indem wir noch einen Faktor 2 hinzufiigen
i & — zu der in |z| iiber:

e —>

1 ;
-] izE 95—
Abb. 2. Die Winkel @ und y zwischen Anfangs- und flzh=7 jdﬂ e (55
Endtangente bzw. Anfangstangente und Sehne.

Dabei entsteht das im Exponenten auftretende

Q (&) durch Nullsetzen von £in Q(&,&) bzw. — mit

Dazu fiithren wir zunéchst in der @, y-Ebene eine Benutzung von (3,5a und b) — durch Einsetzen von

orthogonale Transformation (= Drehung um einen

Winkel ) aus: & = &cosi und &, = &sind (3,7)
2= @ cosk + ysini (3,4a) in Q (&, &,) nach (3,3) [bzw. (3,3")]. Mit den Ab-
_ . ’ kiirzungen
z =— @ sinl + y cosi. (3:4b) cosi = ¢ und sinl = s 3,7)
Fiir die &, die sich in gleicher Weise transformieren, (mit der Zell-Léinge s ist keine Verwechslung zu
benétigen wir die inverse Transformation: befiirchten!) ergibt dies:
, L
l) E 2 2 /
Q@& — Q2= ‘4 f da, "% (@) (¢ + 8 ay)* log [y 14 (ay) (¢ + 8@,)28%/4e]. (3,8)
0
1
Durch Einfithrung der GréBen 2 =1, [ da, y,/* (a,) (c + s a,)? (3,9a)
0
1
und log 2,% = (ly/x?) [ day 7. (@) (¢ + 8 @y)* log [ (@) (¢ + 5a,)?] (3,9Db)
0
nimmt (3,8) die Standard-Form an: Q (§)— Q,= (x2 &2/4) log (y* > &[4 €). (3,10)
Mit den Hilfsgréfen Dy, o = 27,2 (3,11a)

und b, = B, — log B, == log (¢ £2,, ,/v* (3,11b)
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[vgl. II (6,11) und (7,1)] sowie mit der neuen Variablen n =z, B, & an Stelle von & nimmt (3,6) mit

(3,10) die Gestalt an

flehdlzl=—=
0

] | "'max
d|ax 2 ] 7? B n?
[ |

2

||

(3,12)

die bei Entwicklung der Exponentialfunktion nach Potenzen von (1/B,) in die aus II, Gln. (8,4a und b)

wohlbekannte Formel iibergeht:

2,1 1
f(p)de = de [W e~ + E,:f(l) () +B—,2f(2) (p)+ .. .],

wobei jetzt = |z|/(x,) Bs) gesetzt ist.

Die in (3,13) auftretenden Funktionen sind in
II, S. 89, Tab.2 (Spalte ITI und IV) tabuliert.
Ebenso iibertragen sich alle Reihenentwicklungen,
Mittelwerte in II, § 9 und § 10 usw. sowie speziell
die dortige Formel (10,4) fiir den Mittelwert ¢ auf
den hier behandelten allgemeineren Fall. — Wir
spezialisieren unsere Ergebnisse noch fiir den Fall,
daB der Energieverlust vernachlissighar und y,’
und y, als Konstante zu betrachten sind. Die Aus-
fiihrung der Integrationen in (3,9a und b) ergibt
dann:

82
Z S et (62 +cs + ?) und
(3,15a u. b)
log z,2=1log y,2
(¢ + )% log (¢ + 8)2 — ¢3 log c2 2

(¢ + 8)3 —¢? 3 -

In Tab. 1 sind fiir einige charakteristische Fille
das Verhéltnis x,2/y,%l, und die Abweichung b,—b
[mit b, nach (3,11b) und b=1log (e y,'2l,/»%1,%)] auf-
gefiihrt.

A 0 7[4 /2 3 /4
x ? (P+p)V2| v |(y—D)/2
a2l 1 7/ 1/3 1/6
b,—b 0 — 0,070 — 0,432 — 0,432
Tab. 1.

Die erste Spalte der Tab. 1 betrifft die Verteilung
im Endwinkel @. Sind fiir diese die mafBgeblichen
Konstanten 7,2/, und B bzw. b bekannt, so kén-
nen die entsprechenden Konstanten fiir andere
Wahl von z aus den folgenden Spalten [und mit
Benutzung von (3,11b)] ermittelt werden. Insbe-
sondere bezieht sich dabei die dritte Spalte auf die
Verteilung in der Endkoordinate y =1/, wahrend
die zweite und vierte Spalte die Kopplung zwi-
schen @ und y betreffen.

(3,13)
(3,14)

Bemerkung. DaB die Verteilungsfunktion f(|z]|) fir
jede Wahl der Variablen x=c® -+ sy die gleiche Gestalt
(3,13) annimmt, haben wir insbesondere dadurch er-
reicht, dal wir die GroBe B, fir jedes spezielle z in
passender Weise gemifl (3,11b) gewahlt haben. Statt
dessen hatten wir auch fiir jedes x die gleiche Groe B
gemaf}

B —log B="0b=1log (ex,* L,/y* x,°)  (3,16)

verwenden konnen. Fithrt man dementsprechend die
Variable 1= ¢ 2,/ B [abweichend von der in (3,12) be-
nutzten] ein, so erhilt man eine Formel, die sich von
(3,12) nur dadurch unterscheidet, dall B, durch B
sowie der Exponent rechts unter dem Integralzeichen
durch den etwas komplizierteren

7® 7?

—1 Vv 1B

ersetzt ist. Bei der anschlieBenden Entwicklung nach
Potenzen von 1/B erhilt man statt (3,13):

n?
[(b—bx) + log T] (3,17)

2 1
f(p)dy =de {l_n 9+ 5 [f(l) (@) (3,18)

2 1

+ (b, —D) Vo ((Pz—g) e_'i”’] +.. -},
wobei f(1) (p) die gleiche Funktion wie in (3,13), jedoch
¢=|x|/z,/ B [abweichend von (3,14)] bedeutet. In dem
[in (3,18) fortgelassenen] Entwicklungsglied mit 1/B?
tritt eine noch nicht tabulierte zusitzliche Funktion
auf. Beschrinkt man sich auf die Entwicklung bis zum
Gliede mit 1/B bzw. 1/B,, so sind (3,13) und (3,18)
gleichwertig. Der Unterschied in der Breite der als
erstes Glied in (3,13) bzw. (3,18) abgespaltenen Gaul-
Funktionen wird durch den Unterschied in den néch-
sten (und hoheren) Entwicklungsgliedern kompensiert.
Uberdies ist der Unterschied — selbst bei Beschrin-
kung auf die GauB-Funktion — sehr gering, da sich
VB und VB, im allgemeinen (d. h. fir B~10) um
weniger als 39, im ungiinstigsten Fall (ndmlich an
der unteren Grenze der Theorie der Vielfachstreuung,
d. h. nach II, § 11: B,~4,5) um hochstens etwa 69,
unterscheiden.

Wir wenden uns nun der zweidimensionalen Ver-
teilungsfunktion (3,2) selber zu und beschrinken
uns dabei auf den Fall, daB3 der Energieverlust
vernachlissigt werden kann, wobei also der Ex-
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ponent in (3,2) durch (3,3’) gegeben ist. Wir ver-

wenden die durch (3,16) gegebene GréBe B (die in |

der Auswahl dieser Grofle in gewissen Grenzen
bestehende Willkiir ist nach der obigen Bemerkung
unwesentlich!) und eliminieren &, und &, durch
Einfithrung der neuen Variablen

M= & 1 VieB und 7, = & 2./ VipB,  (3,19)
womit (3,3’) iibergeht in
1 192
Q (771’ 772) - 'QO == Z (7712 + M1 Y2 + —g_) (3,20)
+ L[ On+m)? log Lt m)? g,
128 e €4k 84l |-

Setzt man dies in (3,2) ein und entwickelt nach 1/B,
so folgt, wenn man zugleich die Abkiirzung

D, = %' VB (3,21)
verwendet:

+o0
f (D, y)=(2x (DO)—Z ff d771 d"?g et (Pt wna)] 2, (3,22)
—

« e~ 42+ et 122[3) [1 +";T I S, ] .

Vernachléssigt man die Glieder erster und hoherer
Ordnung in 1/B, so 1af3t sich (3,22) leicht folgender-
mafen auswerten: Wir fithren die symmetrische
Matrix

(Aa) = (5 1) (3,23)

ein, mit deren Hilfe sich der Exponent der zweiten
Exponentialfunktion in (3,22) schreiben 1d8t:

1 1
vy (m® + e +1,%/3) = — 2 ‘:«'Aikﬁi’]k-
(3,24)

Durch eine zugleich in der @, y-Ebene und in der
71, 1.-Ebene ausgefiihrte orthogonale Transforma-
tion der Art (3,4a u. b), bei der (D, y) bzw. (3, 1,)
in (z, ) bzw. (n,7) ibergehen moge, denken wir
uns die Matrix (3,23) auf Diagonalform gebracht;
ihre Hauptwerte (die wir numerisch gar nicht be-
notigen werden) seien 4 und 4. Damit erhdlt man
fiir (3,22) in der neuen Darstellung

Lo o
f(x,2) = (27 D)2 [[ dy dy et @izt
—o0

o L/a (At A

(3,25)

Offenbar zerfédllt nun das zweifache Fourier-Inte-
gral in (3,25) in ein Produkt von zwei einfachen
Fourier-Integralen, die sich leicht auswerten las-
sen, mit dem Ergebnis:

f(xvi): -

e—(z2/A~1+;2/;1)/(1!0" (3’25/)

T VAZ D,?

G. MOLIERE

Wir bemerken nun, daB} in (3,25’) das Produkt
AA = Det. die Determinante der Matrix (3,23) be-
deutet und dafl 1/4 und 1/4 die Hauptwerte der
zu (3,23) reziproken Matrix (4,;7!) sind. [4;; und
A, 7! sind in der Darstellung, in der (3,25) und
(3,25") gilt, zugleich auf Diagonalform!] Fiihren
wir nun die zu der obigen inverse orthogonale
Transformation aus, so geht (3,25’) iiber in:

(D, p) = a7t @72 Det. ™"
f ¥ 0 (3,26)

e—(A I% o2+ 2:1;% Dy + AE; q!z)/'l'nz.
Numerisch folgt nun leicht aus (2,23)
4 — 6
Det. = 1/12 und (43}) = (—6. 12). (3,27)
Damit lautet unser Ergebnis (3,26):
D) a0ty = LEILL sy

D2

(3,28)
Dies ist in ,,normaler‘‘ (oder: ,,Gauflscher‘‘) Nahe-
rung die gesuchte Verteilungsfunktion fiir die Gro-
Ben @ und y=y/l,. Das gleiche Ergebnis hat
Fermil® auf einem ginzlich anderen Wege erhal-
ten. Ferner hat Bothel! das entsprechende Er-

gebnis fiir die rdumlichen Ablenkungen 5 undE/>
auf eine sehr einfache Weise hergeleitet.

Das Verfahren, mit dessen Hilfe wir (3,28) ab-
geleitet haben, 1a6t sich auf Fille beliebig hoher
Dimensionszahl iibertragen und wird im folgenden
noch vielfach verwendet werden. Zur Auswertung
auch des nichsten, zu 1/B proportionalen Gliedes
in (3,22) ist es allerdings nicht geeignet, weshalb
hier noch ein weiteres Verfahren zur Auswertung
von (3,22) wenigstens kurz angedeutet sei. Wir
gehen wiederum aus von einer orthogonalen Trans-
formation der Art (3,4a u. b), jedoch nicht von der
zuletzt betrachteten speziellen Hauptachsentrans-
formation, sondern einer beliebigen, die von dem
Winkel / als Parameter abhdngt. In der dadurch
aus (3,22) entstehenden Funktion f(x,z) setzen
wir # = (0. Man erhilt damit f(z,0) in Form eines
Fourier-Integrals beziiglich z, dessen Fourier-
Transformierte [welche die iiber 7 integrierte Fou-
rier-Transformierte von f (z, z) ist] vom Parameter
/. abhingt. Es hingt also f (z, 0) von z und 1 ab,
und diese beiden Variablen koénnen als Polar-
koordinaten in der @, y-Ebene aufgefalit werden.
— Das damit kurz angedeutete Verfahren fiihrt bei
Anwendung auf das erste Entwicklungsglied in
(3,22) wiederum auf unser Ergebnis (3,28); ange-
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wandt auf das nichste, zu 1/B proportionale Glied
in (3,22) fiihrt es auf eine [der Funktion /) (p) in
(3,13) sehr dhnlich geartete, jedoch nicht mit dieser
identische] Funktion fV (x), die noch zwei von A
abhéingige Parameter enthilt.

§ 4. Die Kopplungsfaktoren «; (/) fiir die Merkmale
einer Bahnspur

Wir betrachten nun eine Bahnspur, die durch
Teilungspunkte in gleichen Abstinden s in Zellen
eingeteilt sei und deren Streuung durch an den
Zellen gemessene Merkmale charakterisiert sei. Die
bei gegebenen Eigenschaften des Teilchens und der
streuenden Materie bestehende Wahrscheinlich-
keitsverteilung fiir die Merkmale soll bestimmt
werden, wobei fiir die verschiedene mogliche Wahl
dieser Merkmale die in der Einleitung aufgezihlten
Fille zugrunde gelegt werden sollen. (Vgl. auch
Abb. 1.) Zunichst miissen wir die den Merkmalen
entsprechend diesen verschiedenen Féllen zuge-
horigen Kopplungsfaktoren a;(l) [definiert durch
Gl. (2,4)] bestimmen. Am einfachsten gelingt dies
fiir die beiden ,,idealen’ Félle Ta und Ila, die wir
daher zundchst betrachten:

Fall Ia: Als Merkmale fiir die statistische Aus-
wertung dienen die Winkel «; zwischen End-
tangente und Anfangstangente der i-ten Zelle. Ist
@’ die bei einem Einzelstreuakt auftretende
Winkelablenkung, so ist der damit verkniipfte
Beitrag a;’ =@’ bzw.=0, je nachdem der Einzel-
streuakt innerhalb oder auflerhalb der i-ten Zelle
stattfindet. Nach (2,4) ist also der zu a; gehorige
Kopplungsfaktor:

[ 1fir (1 —1)s <1< is,
=10

Fall ITa: Als Merkmale fiir die statistische Aus-
wertung dienen die Winkel o; zwischen den Sehnen

iiber der (¢ + 1)-ten und i-ten Zelle.
Man kann diesen Winkel zerlegen gemaf:

a; (1) (4,1)

sonst.

m; =7 (i’” + 7//([), (4,2)

wobei (") den Winkel zwischen Sehne und An-
fangstangente der (i+1)-ten und %! den zwi-
schen Endtangente und Sehne der ¢-ten Zelle be-
deutet. Die zugehérigen Kopplungsfaktoren setzen
sich wegen der Linearitit von (2,4) additiv zu-
sammen. Nun sind die »{” und () von ganz
entsprechender Art wie der in § 3 betrachtete
Winkel v, dessen Kopplungsfaktor durch a, in
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(3,1) gegeben ist. Fiir den zu m; gehorigen Kopp-
lungsfaktor ergibt sich danach ein ,,dachférmiger‘
‘erlauf gemal}:

l/s—(i—l)
B0 =3 (4 W=l
lo

fir(i—1)s <l <1s,
firis<l< (i +1)s,
sonst.

(4,3)

Vorbetrachtung zu den Fillen Ib und I1b. Die Be-
handlung der ,,praktischen‘‘ Fille Ib und IIb ist weit
schwieriger und macht einige Vorbetrachtungen notig:
Experimentell wird in diesen Fillen so vorgegangen,
daf} durch die geschwirzten Korner jeweils einer Zelle
eine ,,best-angepalite Gerade‘‘ (oder kurz: ,,beste Ge-
rade‘’) so gelegt wird, dafl die geschwiirzten Koérner
symmetrisch zu beiden Seiten derselben verteilt sind®.
Diese beste Gerade, die nur auf die Lage der geschwirz-
ten Korner (bzw. Nebeltropfchen), die die Spur aus-
machen, Bezug hat, wollen wir als die ,,praktische‘*
bezeichnen und von ihr eine ,,wirkliche‘ beste Gerade
unterscheiden, die dem unbekannten ,,wirklichen‘

‘erlauf der Bahn nach der Methode der kleinsten Qua-
drate angepalit ist. Die Abweichung der praktischen
von der wirklichen besten Geraden pflegt man als
,sunechte Streuung‘‘ (,,spurious scattering‘‘) zu be-
zeichnen; sie hat ihre Ursache darin, dal} der (stetige)
Bahnverlauf durch eine nur endliche Anzahl ge-
schwarzter Korner der Spur markiert ist, deren Mittel-
punkte iiberdies (infolge von Vorgéngen in der photo-
graphischen Emulsion) gegentiiber der Bahn stets mehr
oder minder seitlich versetzt sind. Diese ,,unechte
Streuung‘‘ tiberlagert sich storend der zu messenden
echten Streuung, wozu dann noch der von verschiede-
nen Quellen herrithrende MeGfehler tritt*. — Den Ein-
flull der unechten Streuung (und der MeBfehler) auf
die Statistik der ,,Merkmale‘ und die Beriicksich-
tigung dieses Einflusses bei der Auswertung der MeQ-
ergebnisse ist in § 11 behandelt. Vorerst sehen wir von
der ,,unechten‘‘ Streuung ginzlich ab und beschéaftigen
uns ausschlieBlich mit der ,,wirklichen‘‘ Bahn und den
,,wirklichen‘‘ besten Geraden, die dem Bahnverlaufe
langs jeder Zelle nach der Methode der kleinsten Qua-
drate zugeordnet werden kénnen.

Die ,.best-angepapte Gerade’ . Der Bahnverlauf
sei durch y = f(l) beschrieben, wobei y den senk-
rechten Abstand der Bahnpunkte von einer will-
kiirlich gelegten Bezugsgeraden bedeutet, von der
wir nur voraussetzen, daf} sie der mittleren Bahn-
richtung ungefihr parallel verliuft. (Die Bahn
selbst soll nur geringe Richtungsinderungen auf-
weisen.)

(Die Weglange [ kann man sich ersetzt denken
durch ihre Projektion auf die Bezugsgerade.) Wir
wollen nun dem Bahnverlauf in der (i+1)-ten
Zelle [also zwischen [=14s und [ = (i+1)s] eine

* Vgl. die ausfiihrliche Diskussion iiber diese Dinge
bei Goldschmidt® und bei Levi-Setti®a,
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Gerade anpassen, deren Koordinate im Mittel-
punkt dieser Zelle [also bei = (i+1/2)s] y; und
deren Neigungswinkel (~ Tangens) Ei sei. Diese
beiden Parameter sollen bestimmt werden aus der
Bedingung:

(i+1)s _
I {9:+B:0— (G +1/2))—f (1)}* dl = Min.,
* (4.4)
woraus folgt:
_ - (i+1)s
Bi=— FOU—=(E+1/2)s)dl  (4,5)
v’ (i+1)s
und Y= % f(y di. (4,6)

18

Die beiden durch (4,5) und (4,6) definierten GréBen
haben die gewiinschte Eigenschaft von ,,Merk-
malen‘ insofern, als sie in additiver Weise durch
»,Akkumulation®‘ zustande kommen, so daf} jeder
Einzelstreuakt einen Beitrag zu diesen GroBen
liefert, der dem jeweiligen Einzelstreuwinkel @’
proportional ist. Um dies einzusehen, iiberlegen
wir uns, dal der Bahnverlauf f(I) durch eine Zick-
zack-Kurve beschrieben wird, die aus lauter Ge-
radenstiicken zusammengesetzt ist und jeweils an
den Stellen, wo Einzelstreuakte stattfinden, Knicke
um die jeweiligen Winkel @’ aufweist. Wir kénnen
daher (in der stets von uns verwendeten Niaherung
kleiner Winkel, in der zwischen dem Richtungs-
winkel der Bahnkurve und dessen Tangens nicht
unterschieden zu werden braucht) den Bahnver-
lauf in von den Einzelstreuakten herrithrende An-
teile zerlegen gemil:

fO) =9+ B+ b, (1) O™.

Dapbei sind y, und g, die Koordinate und der Rich-
tungswinkel im Anfangspunkt der Bahn, bezogen
auf die (willkiirliche) Bezugsgerade; Y} erstreckt

(4,7)

sich iiber alle lings der Bahn auftretenden Einzel-
streuakte und @) (statt frither @’) bezeichnet

die dabei auftretenden Kinzelstreuwinkel. Die
Funktionen %, (1) in (4,7) sind definiert durch:
[0 fiirl < 1,
h, (I (4,8)

):[l—l,, fiir I > 1,,

wobei [, die Stelle der Bahn bezeichnet, an der der
r-te Einzelstreuakt stattfindet. f (/) setzt sich also
additiv aus Beitrigen zusammen, die den Einzel-
streuwinkeln @ proportional sind, und das
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gleiche gilt daher nach (4,5) und (4,6) auch fiir die
GroBen f; und y,. Mit (4,7) folgt fiir diese

(i+1)s
— 12 .
Fi=fot 20 | B u—(iv1R9
& 18
und (4,9)
1 (i+1)s

Vi=Uot+ (+1/2)8f+TOM— | h0dl

’ is (4,10)

Damit sind wir zur Berechnung der Kopplungs-
faktoren vorbereitet. Fiir den Kopplungsfaktor
zunichst des Merkmals Ei—ﬂo (= Winkel zwischen
der 7-ten ,,besten Geraden‘ und der Tangente im
Anfangspunkt der Bahn) folgt aus (4,9) unmittel-
bar:

(i+1)s
et (l,,):i—f By () (I—(i+1/2)s)dl  (4,11)
18
1 l,<1s,
=31—324+208 firis<l, < (i+1)s,
IO t+1s<l,.

Die zweite Gleichung folgt dabei mit Benutzung
von (4,8), und es ist zur Abkiirzung {=(I,—1s)/s
gesetzt. Fiir den Kopplungsfaktor von a; = f;—f;—,
erhilt man daraus unmittelbar (mit Benutzung
derselben Abkiirzung):

1—3224 273 is<l,<(t+1)s,

fiir
@G () =11 _ge2_gp =Ty <l <,
l 0 sonst. (4,12)

Dies ist unser Ergebnis fiir den Fall Ib; es ist in
Abb. 3 durch die zweite Kurve dargestellt und
mit den iibrigen Fillen verglichen. — Aus (4,11)
erhilt man auch leicht den Kopplungsfaktor fiir
das Merkmal «; + &, = f; — fi—; [= Winkel zwi-
schen der (i+41)-ten und (:—1)-ten besten Ge-
raden, d. h. unter Auslassung der dazwischen lie-
genden i-ten Zelle].

Es bleibt nun nur noch der Fall ITb zu erledigen:
Fiir den Kopplungsfaktor der Grofle

0;=(Yi-y—2Yi+ Yir)) /s

koénnen wir nach (4,10) schreiben:

8 (i+1)s (i+2)s
a;i(l,,)=[ [ —2 + ]h,,(l)dl. (4,13)
(i—1) s 8 (i+1)s
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Die Ausrechnung nach (4,8) ergibt leicht unter Be-
nutzung der Abkiirzung(’ = (I, — (i +1/,)s)/s (anders

als oben!):
(3/2—0")%2 (+D)s<l,<(t+2)s
0= (I,) = 34— fiir is<l,<(i+1)s
& (3/2 4 £)?/2 —1s<l,< s
0 sonst. (4,14)

Die vierte Kurve in Abb. 3 gibt den Verlauf dieser
Funktion wieder 13.

( N
S
L

% -1 -V 0 V2 1 Yz
&L —

Abb. 3. Die Kopplungsfaktoren a; (1) fiir die Falle Ia
u. ITa nach (4,1 u. 3) sowie Ib u. IIb nach (4, 12 u. 14).

§ 5. Eindimensionale Verteilungsfunktionen

Wir denken uns aus der Gesamtheit der die
Streuung einer Bahnspur beschreibenden Merk-
male x; (z. B. der Winkel «; zwischen ,,besten Ge-
raden‘‘ benachbarter Zellen) ein bestimmtes, das
wir mit  (ohne Index) bezeichnen, herausgegriffen
und fragen nach der Verteilungsfunktion fiir die zu

13 Anm. b. d. Korr.: Der leider frith verstorbene
Rochat hat Verf. darauf hingewiesen (briefliche Mit-
teilung 1951), dall die praktische ,,sagitta‘-Methode
nach Fowler’ einem intermedidren Fall zwischen
unseren Ila und IIb — wir bezeichnen ihn im folgen-
den kurz als I1c¢ — entspricht, insofern dabei die zur
Bestimmung der Schwerpunkts-Koordinaten dem
Bahnverlauf (visuell) angepalliten Geraden nicht —
wie es ITb entsprechen wiirde — an die Gesamtheit der
geschwirzten Korner je einer Zelle angepalit werden,
sondern nur an die Korner innerhalb eines kleineren
,sAnpassungs-Bereiches‘, d. h. einer gewissen naheren
Umgebung des jeweiligen Bahn-Punktes, auf den die
betreffende Schwerpunkts-Koordinate bezogen wird.
Wihrend die Abstiande benachbarter solcher Bahn-
Punkte unsere Zell-Linge s darstellen, sei ¢ die Lange
des Anpassungs-Bereiches und x=c/s das Verhiltnis
dieser beiden Langen.

Mit Rochat nehmen wir an, daf3 die Korner (bzw.
der Bahnverlauf) innerhalb des Anpassungs-Bereiches
gleichm#iBig (d. h. unabhéngig von ihrer speziellen
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erwartenden MeBwerte dieses Merkmals (bzw. sei-
nes Absolutwertes |z|) unabhingig davon, welche
Werte die iibrigen Merkmale annehmen. Die frag-
liche Verteilungsfunktion ist von der Form (3,6),
wobei im Exponenten Q(&)— £, nach (2,10), mit
simtlichen &, = 0 gesetzt mit Ausnahme des zu
dem herausgegriffenen z gehérigen &, einzusetzen
ist:

20’2 a2 (l) EZ VZ qu a? (l) ’52

Q (5) - ‘QO = 4 g 4e

[di
(5,1)

Dabei ist a(l) der das Merkmal x charakterisie-
rende ., Kopplungsfaktor. — Wir fiithren nun wie-
der [dhnlich wie in (3,9a und b) fiir den dort be-
handelten Spezialfall] die beiden Groflen z, und
z, ein gemal:

z 2= [dl y,/?a® (I) (5,2a)
und

ez @logpta ()], (52D)
womit (5,1) die Standardform (3,10) annimmt. Da-
mit iibertragen sich auch alle Folgerungen des § 3,
und es ergibt sich insbesondere fiir die Verteilungs-
funktion f(]z|) die Formel (3,13) mit ¢p=|z|/(z,

VB,) oder die alternative Formel (3,18) mit ¢ =
|z|/(x.) B); dabei ist B, bzw. b, durch (3,11b) [mit
(3,11a)] und B bzw. b durch (3,16) (mit s an Stelle
von ;) gegeben. In Tab. 2 sind die Zahlenwerte
x2/(y,'%s) und b,—b fiir die Merkmale a, &, » und
o — entsprechend unseren Fillen Ta bis IIb —
angegeben. Dabei ist angenommen (wie auch im
folgenden durchweg in dieser Arbeit), daf} der
Energieverlust vernachlassigbar, also y,” und y, in
(5,2a und b) als Konstante zu betrachten sind,

log z,2=

Lage in demselben) zur Anpassung beitragen. (Die Ver-
wendung einer stetig gegen Null abfallenden Ge-
wichtsfunktion dirfte demgegeniiber keine wesent-

- liche Verbesserung bedeuten.) Die daraus folgende

Modifikation der Behandlung des Falles 1Ib 1lat sich
durch eine Andelung der Integrations-Grenzen in den
Gln. (4, 4), (4, 6) und (4, 10) ausdriicken, und zwar ist
(in jeder dieser drei Gln.) (i + 1/2—%/2)s als untere und
(14 1/24 %/2)s als obere Grenze einzusetzen. Hieraus
folgt eine entsprechende Anderung der Integrations-
Grenzen in Gl. (4, 13) fur den Kopplungs-Faktor. Zum
Ergebnis fiir diesen bemerken wir hier nur, dafl sein
Verlauf als Funktion der Bahn-Linge im Fall II¢ in-
termedidr zwischen dem in Abb. 3 fir IIa und 1Ib
dargestellten liegt und in den Grenzfillen x —0 bzw.
» —1 in denjenigen fiir den ersteren bzw. letzteren
dieser Fille iibergeht.

Die fiir die Praxis wesentlichen Ergebnisse fiir diesen
,intermediaren Fall IIc‘ werden weiter untenl® 1%
mitgeteilt und mit den entsprechenden Ergebnissen
fur die anderen Fille verglichen.
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und es ist dort @ (/) nach unseren Ergebnissen des
§ 4 fiir die verschiedenen Fille eingesetzt.

® o a [0} 0]
vilyte=A| 1 26/35 2/3 11/20
b,—0 0 — 0,115 — 0,261 — 0,443
Tab. 2.

Die statistische Kopplung zwischen den Merk-
malen x; einer Bahnspur wird in den folgenden
Paragraphen behandelt werden, wo wir die mehr-
dimensionalen Verteilungsfunktionen der x, unter-
suchen werden. Einen Einblick in die Korrelation
benachbarter z; kann man aber auch bereits aus
eindimensionalen Verteilungsfunktionen gewinnen,
wenn man fiir x geeignete Linearkombinationen
benachbarter Merkmale nimmt. In Tab. 3 und 4
sind die fiir z =2, + x;+, mafigeblichen Zahlenwerte
zusammengestellt :

@ a tay | B X | 0 + @y | @ + @y
w3y 2s 2 61/35 5/3 23/15
b, —b — 0,693 | — 0,748 | — 0,777 | — 0,830

Tab. 3.

@ 6 — 8y | By — &y | 07 — @y | @y — @y
221 8 2 13/35 1 2/3
by=+0 — 0,693 | — 0,644 | — 0,667 | — 0,852

Tab. 4.

[Bei der Berechnung der Tab. 3 und 4 wurde be-
nutzt, dall die Kopplungsfaktoren zusammenge-
setzter Merkmale in entsprechender Weise linear
zusammenzusetzen sind, wie diese Merkmale selbst,
hier also gemél a(l) =a;(l) + a;+, (1).]

Zur Diskussion der Tab. 2 bis 4 gehen wir zweck-
mélig vom Mittelwert (z) des jeweiligen Merk-
mals x aus, fiir welchen durch Ubertragung der
Gl. (10,4) des Teils I1 auf unseren allgemeineren

Fall folgt:
s ] (5.3)

@y = ZetBa [1 +
Vn

Dieser Mittelwert ist [wie auch die vollstindige
Verteilungsfunktion (3,13) mit (3,14)] durch die
beiden Konstanten z, und B, bestimmt, die mit
Hilfe der Tab. 2 bis 4 aus den beiden Gréfien y,’
und g, [vgl. Gln. (E, 2) und (E, 1)] zusammen
mit der Zellenlidnge s zu ermitteln sind. Die Grofle
B, ergibt sich dabei als die gréflere der beiden Lo-
sungen der Gleichung

0,982 0,117
B(t o 'Bl'z
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B,—1log B, =b,, (5,4)
wobei b, durch Hinzufiigen der in der 3. Tabellen-
Zeile angegebenen Differenz b,—b zu

b =log (e y,% s/v* 12) (5,5)
folgt. Die den verschiedenen Merkmalen x — ent-
sprechend den verschiedenen Tabellen-Spalten —
zugehorigen B, werden sich im allgemeinen nur
wenig voneinander unterscheiden, und es wird da-
her meistens geniigen, sie durch die gemeinsame
GroBe B (gemall B—log B=05) zu ersetzen. Der
Mittelwert (x) nach (5,3) unterscheidet sich dann
fiir die verschiedenen Merkmale x nur noch durch
den Faktor x,, dessen Quadrat durch y,2s, multi-
pliziert mit dem in der zweiten Tabellen-Zeile an-
gegebenen Zahlfaktor, gegeben ist.

Ausglattung*“(,,smoothing® ). Die Quadratwurzel
aus dem Zahlfaktor in der 2. Tabellen-Zeile resp.
in der 2., 3., 4. Spalte im Vergleich zur ersten
Spalte gibt daher die Verkleinerung des Mittelwer-
tes (x) an, die darauf beruht, da} die Bahntangen-
ten resp. durch ,,beste Gerade‘’, Sehnen, ,,Schwer-
punkt-Verbindungs-Gerade‘* ersetzt werden. Nach
Goldschmidt *¢ bezeichnen wir diesen Einfluf} als
Ausglattung® (,,smoothing®) und den entspre-
chenden Verkleinerungsfaktor fir den Mittelwert
als ,,Ausglattungsfaktor*. Speziell ist also der Aus-
glattungsfaktor fiir den Winkel a zwischen benach-
barten ,,besten Geraden‘’ nach Tab. 2, Spalte 2:
(a)/{x) =126/35. Dies ist jedoch nicht der bei
Goldschmidt u. Mitarbb. betrachtete smoothing
factor, vielmehr bezieht sich dieser auf den Winkel
zwischen besten Geraden der ersten, dritten, fiinf-
ten Zelle usw., d. h. unter Uberspringung jeweils
einer Zelle. (Unsere Zell-Léange s ist mit der Gold-
schmidtschen ,,Halb-Zell-Lange* ¢/2 identisch.)
Die von Goldschmidt u. Mitarbb. verwendeten
Merkmale sind also unsere a; + a4y = fi+1 — fi-1-
Fiir den Goldschmidtschen smoothing factor ent-
nehmen wir daher unserer Tab. 3 (Wurzel aus dem
Verhiltnis des in der zweiten zu dem in der ersten
Spalte in der zweiten Zeile der Tab. 3 angegebenen
Zahlfaktors) den Zahlenwert V61/70:0,934, der
eine Prizisierung des bei Goldschmidt* geschitz-
ten Wertes 0,96 + 0,02 darstellt.

Statistische Kopplung: Die zwischen Merkmalen
x; und z;;, benachbarter Zellen bestehende Korre-
lation hat fiir die Mittelwerte die Ungleichung zur
Folge: (@i + ;) > 2 ()2 > (w4, — x; )% Inder
Niherung, in der die verschiedenen B, durch die
gemeinsame GroBe B ersetzt werden konnen, iiber-
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tragt sich diese Ungleichung von den Mittelwerten
auf die z,, und man hat so z. B. fiir die Winkel
zwischen besten Geraden (zweite Spalte der Tab. 2,
3 und 4): 61/35> 52/35> 43/35 und dhnlich fiir die
anderen Merkmale. — In den folgenden Paragra-
phen werden wir die statistische Kopplung aus-
fiihrlicher auf Grund mehrdimensionaler Vertei-
lungsfunktionen behandeln, und gehen daher hier
nicht naher darauf ein.

An einer spiteren Stelle dieser Arbeit (vgl. § 9)
wird gezeigt, dafl3 die Verteilungsfunktion fiir das
einzelne Merkmal auch dann (abgesehen von ex-
trem kleiner Wahl der Zell-Linge s) die Gestalt
(3,13) beibehilt, wenn die sogenannte ,,unechte
Streuung‘‘ (spurious scattering) mit beriicksich-
tigt wird.

§ 6. Die mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen
der Streuungs-Merkmale

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Ziel unse-
rer Arbeit: der Auswertung der n-dimensionalen
Jerteilungsfunktion f(xy, . . ., ,) der die Streuung
charakterisierenden Merkmale z; zu. Die z, sollen
die nicht-willkiirlichen Merkmale der in der Ein-
leitung aufgeziahlten Fille Ia bis IIb, also resp.
die GréBen a;, a;, o;, @, bedeuten. Die Anzahl der
x; sei n; die Anzahl der Zellen ist also=n im Fall
Ia,=n-+1 in den Fillen Ib und Ila und=n-+2
im Fall ITb zu wihlen. Wir fithren nun [dhnlich
wie (3,16)] die auf die Zell-Linge s bezogene Grofle
B ein gemal3:
(6,1)

und ersetzen in (1,5) und (2,10) die Variablen &;
durch neue 7; gemaf3:

n; = & A l’SB~ (6,2)
Die GIl. (2,10) nimmt dabei — indem wir zugleich
{=1/s als MaB} fiir die Wegliange einfithren — die
Gestalt an:
Q. .on)— 82,

Za; (€)n)?

——faz

B —log B = log (¢ 1, 8/y* 1a%)

(6.3)
: 1 (Za;(C)n;)?

1 [l == —E log —‘—4 ] 3
wobei die Integration iiber die gesamte Lange der
Spur zu erstrecken ist. Ahnlich wie frither denken
wir uns nun wieder eine Entwicklung nach Poten-
zen von 1/B ausgefiihrt, wollen uns dabei jedoch
fiir das folgende auf das erste (absolute) Glied
dieser Entwicklung beschrinken, was also auf
Streichung des 1/B proportionalen Gliedes in (6,3)
hinauslauft. Fiir die Ausfithrung der Integration
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iiber { kommt es dann nur noch auf die Produkte
a;(£)a, (&) an, und wir kénnen setzen:

Ay = [l a; () ay (£)-

Gl. (6,3) nimmt damit die einfache Gestalt einer
quadratischen Form an:

1
Q@ .. -577n)_90=_ZZL2Aik77i77k?
%

wobei sich die Summationen von 1 bis » erstrecken.
Die Fourier-Darstellung der gesuchten Verteilungs-
funktion wird damit [unter Beachtung von (6,2)]**:

fx, ...,
-exp[iz

= 2 VsB o

(6,4)

(6,5)

x,)=2ry VsB) ™" [...[dyy...dy,

1
I%Aiﬂiink]-

iy

(6,6)

Die numerische Bestimmung der 4, fiir die ver-
schiedenen Fille wollen wir auf nachher verschie-
ben und hier nur vorweg bemerken, dafl die 4,,=
A ,; eine symmetrische Matrix bilden. Zur weiteren
Umformung von (6,6) denken wir uns nun in dem
n-dimensionalen Raum der 7, und zugleich der z;
eine orthogonale Transformation ausgefiihrt, und
zwar so, dafl die Matrix 4,, (die in diesem Raum
einen Tensor zweiter Stufe bildet) auf Diagonal-
form gebracht wird. Die aus der Transformation
hervorgehenden neuen Variablen seien mit ), bzw.
#; und die zugehorigen Hauptwerte von A4,, mit

A
A; bezeichnet. Die Transformation lat Xy, x; =
X, &; invariant und iiberfiihrt die quadratische

Form X'XA4;, %;, in die einfache Summe ZAAif]i'l.
Das n-fache Fourier-Integral in (6,6) geht damit
iiber in ein Produkt von n einfachen Fourier-Inte-
gralen, die auf GauB-Funktionen fithren. Die aus
(6,6) hervorgehende Verteilungsfunktion fiir die
neuen Variablen Z, lautet damit:

L
f@,...8,) =@y sB" Il A,]™" (6,6")
=1

n "
cexp [— kglaf:k?/(A 728 B)] .

Wir bemerken nun, dal in dem speziellen +-Ko-
ordinatensystem das Produkt 4; die Determinante

Det (4,;) und die GréBen l//iZ die Hauptwerte der
zu A, reziproken Matrix 47! darstellen. Fiihren
wir daher jetzt die zu der obigen inverse orthogo-
nale Transformation aus, so folgt aus (6,6") fiir die

** Line Verwechslung des Index i mit der imaginéiren
Einheit im Exponenten in (6,6) ist nicht zu befiirchten.
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Verteilungsfunktion in den urspriinglichen Va-
riablen z;:
FBps « o o3 Zn) =[{oe 3, % By Det] (6,7)
rexp[— X X A" z; 2:/(x, % B)].
ik
Um diese Verteilungsfunktion in den speziellen Fal-
len zu kennen, geniigt es also, die Determinante
Det der Matrix 4;; und deren Reziproke 47! zu
ermitteln, und es eriibrigt sich, die obige Haupt-
achsentransformation tatséichlich auszufiithren. GI.
(6,7) ist der allgemeine Ausdruck fiir die gesuchte
n-dimensionale Verteilungsfunktion in ,,GauB-
scher oder ,,normaler’ Ndaherung, d. h. unter Ver-
nachlassigung des Einfachstreuungs-Schwanzes,
jedoch unter exakter Beriicksichtigung der zwi-
schen den n Merkmalen bestehenden statistischen
Kopplung.

§ 7. Spezielle Auswertung der Kopplungsmatrix A,

Um das Ergebnis (6,7) fiir die n-dimensionale
Verteilungsfunktion praktisch anwenden zu kon-
nen, mufl nun zunéchst die Matrix 4;, nach (6,4)
auf Grund der Ergebnisse des § 4 fiir die Kopp-
lungsfaktoren a, () fiir die verschiedenen Fille be-
rechnet werden, wobei wir uns zunichst den Fillen
Ia bis ITb zuwenden. In diesen Féllen sind die »
Merkmale z; und damit die a,({) alle von der glei-
chen Art und gehen durch eine Translation um
eine ganze Anzahl von Zell-Lingen auseinander
hervor. Daraus folgt nach (6,4), dall die Matrix-
elemente 4;, nur von der Differenz k—1 abhéngen,
d.h.egist A =d,,=...; djy=Apg=1.:; Ajg= A=
... usw. Ferner zeigt ein Blick auf Abb. 3, daB} jede
der Funktionen a,({) symmetrisch in bezug auf ein
Spiegelungszentrum verlauft, woraus nach (6,4)
folgt, dall 4,,=A,; eine symmetrische Matrix ist.
Es geniigt also, fiir jeden der Falle Ia bis IIb die
Matrixelemente 4,,, 4,,, 4;3 usw. zu berechnen.
Das Ergebnis dieser elementaren Rechnungen auf
Grund der im § 4 abgeleiteten a,({) ist in Tab. 5
zusammengestellt 14,

14 Anm. b. d. Korr.: Fir den der Fowlerschen ,,sa-
gitta‘‘-Methode” entsprechenden ,,intermediiren Fall
IIc‘ 13 ergeben sich fur die Ak als Funktionen des Ver-
haltnisses » der ,,Anpassungs-Lange‘‘ zur Zell-Linge
die folgenden Ausdriicke:

Ay, =2/3 — %6 + %320
Ay = 1/6 + %212 — »%/30
A, = x3/120.
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Fall Ta Ib IT a IIb
x; &; o ; w;
A4, 1 26/35 2/3 11/20

12 0 9/70 1/6 13/60
A 0 0 0 1/120
Tab. 5.

Wir kommen nun zum Fall I1I1a, bei dem die
GroBlen a; und w,, bzw.zum FallIITb, bei dem die
o; und w; gemeinsam als Merkmale verwendet wer-
den sollen. Der deutlichen Unterscheidung halber
wollen wir die auf die GréBen » bzw. w beziiglichen
Indizes durch Unterstreichung kennzeichnen, also
im folgenden schreiben: m; bzw. w,;, wihrend die

Bezeichnung der a; bzw. a; unverdndert bleiben
soll. Wir wollen uns die Bedeutung und wechsel-
seitige Beziehung der verschiedenen Gréfen noch-
mals deutlich machen: Im Fall ITTa sind die n
Groflen a, ay, ..., a, die Winkel zwischen An-
fangs- und Endtangente der ersten, zweiten ...
n-ten Zelle. Zu diesen treten die n—1 Groflen oy,

Wy + + oy Wy—y, die die Winkel zwischen den Sehnen

der ersten und zweiten, der zweiten und dritten,
...der (n—1)-ten und n-ten Zelle bedeuten. Ent-
sprechend sind im Fall ITIb die a; (=1, 2, . . ., n)
die Winkel zwischen der ¢-ten und (¢+1)-ten
,,besten Geraden‘‘ und die w, (i=1, 2, ..., n—1)
die Winkel zwischen den Verbindungsgeraden des
ersten und zweiten und des zweiten und dritten
Zellen-Schwerpunkts usw. — Die Matrixelemente
mit einheitlichen Indizes: 4,; und 4, sind bereits

in der Tab. 5 enthalten. Hinzu treten jetzt noch
die gemischten Matrixelemente 4,, =4 ;, die nach

T

(6,4) auf Grund der KopplungsfaEtoren a;(£) und
a(£) zu bestimmen sind. In Tab. 6 und 7 sind die

ersten Zeilen und Spalten der Kopplungsmatrix
(so wollen wir die Matrix 4 ;;im folgenden nennen!)
aufgeschrieben (wobei die freigelassenen Plitze mit
Nullen ausgefiillt zu denken sind).

Damit kennen wir die Kopplungsmatrix 4, fir
alle uns hier interessierenden Fiélle. — Als eine fiir

Diese Ausdriicke stellen bei gegebenem x (< 1) Zwi-
schen-Werte der beiden Spalten ITa und IIb in Tab. 5
dar und gehen in den Grenzfillen »x —0 bzw. 2 — 1 in
diese iiber. — Im allgemeinen diirfte es eine ausrei-
chende Niaherung darstellen, die zu x® proportionalen
Glieder zu vernachlissigen. Damit verschwindet ins-
besondere A,;, und die Kopplungsmatrix geht in den
einfacheren Typ der Félle I'b und ITa iiber, womit sich
die Auswertung wesentlich vereinfacht (§§ 8, 13 u. 14).
Uber die unechte Streuung im Fall IIc, vgl.15.
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1 1 2 2 3 3 4
1 1 1/2
1 1/2 2/3 1/2 1/6
2 1/2 1 1/2
2 16 12 2/3 1/2 1/6
3 1/2 1 1/2
3 s 5 %

Tab. 6. Die Kopplungsmatrix in Fall 11T a.

das Folgende bequeme Vereinfachung fiithren wir
noch die 4;, auf neue a;, zuriick, die so gewihlt
sind, dafl die Diagonalelemente a,; simtlich=1
sind, und die wir die ,,reduzierte Kopplungsmatrix
nennen wollen. Bezeichnen wir mit 4 den gemein-
samen Wert der Diagonalelemente 4,, in einem
der Fille Ta bis IIb, so haben wir also zu setzen:

@i = A/A . (7.1)

Fithren wir ferner zur Abkiirzung die Bezeich-
nungen ein

D, = Det (a;;) (7,2)

fiir die Determinante von a; im Fall von »-Di-
mensionen und

Xy = X, VB = Zc’ VSAB (7,3)
als geeignete MaBleinheit fiir die Merkmale x, (vgl.
Tab. 2), so nimmt die Verteilungsfunktion (6, 7)
in den Fillen Ia bis IIb die einfache Gestalt an:
f (@, ... 2) = (maf)2 D% (7.4)

rexp[— X g] az! x; 2, 7,2].

1 1 2 2 38 3 4 4 5 5 6

26/35 7/15 9/70 1/30
7/156 11/20 7/15 13/60
9/70 7/15 26/35 7/15 9/70 1/30
1/30 13/60 7/15 11/20 7/15 13/60 1/30 1/120

1/30 9/70 7/15 26/35 7/15 9/70 1/30
1/120 1/30 13/60 7/15 11/20 7/15 13/60 1/30 1/120

1/30 1/120

10 I DD = -

Tab. 7. Die Kopplungsmatrix im Fall III b.

In dhnlicher Weise kénnen wir auch in den Fil-
len IITa und ITTb eine reduzierte Kopplungsmatrix
einfithren, bei der sowohl die Diagonalelemente
a;;=1 als auch diejenigen a;;=1 sind. Der Deut-
lichkeit halber wollen wir mit v, k' Indizes be-
zeichnen, die alle 2n—1 Werte, also sowohl die
Werte i, k=1, 2 ,. . ., n als auch diejenigen ¢, k=
1, 2, ..., n—1 durchlaufen. Die zwei Sorten von
Diagonalelementen der Matrix (4;;) bezeichnen
wir jetzt mit

A=4;, und 4 =4, (7,5)
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und setzen in Verallgemeinerung von (7,1):
@ =Ai/Ad, ;= A;/4 (7,6)
und  ag, = ay; = A/(AA4)%.
Die Determinante von (4;y) driickt sich dann
geméil
Det (A p) = A" A" Dyppy (7,7)
durch die Determinante D,,_, der Matrix (a; )
aus, und es gilt fiir die reziproke Matrix (47}):
AFt = azl/A, Az = az'/A und Az = az;'/(44)%.
(7.8)
Wir betrachten nun z. B. den Fall IITa mit den
Merkmalen a;, oy, &, s, ..., Gp—y, Op—q, &,. Die
(2n—1)-dimensionale Verteilungsfunktion dieser
Merkmale 146t sich nach (6,7) mit Beriicksich-
tigung von (7,7) und (7,8) und mit Benutzung der
Einheiten z, (d. h. hier- a, und @) nach (7,3) wie
folgt anschreiben:

f (a;, ;) = = @n-D/2 % 2 gl (7,9)
z; =
. == i k
cexp | — A —1.
p [ % %: . Zo To ]

Die Summen iiber i* und £ im Exponenten sind
dabei iiber alle 2n—1 Indexwerte — die nicht
unterstrichenen ¢ und die unterstrichenen ¢ — zu
erstrecken. Dabei ist fiir den Ausdruck «;/x, unter
den Summenzeichen respektive a;/a, und w;/w, ein-
zusetzen, je nachdem, ob ¢’ einen nicht unter-
strichenen Wert ¢ oder einen unterstrichenen Wert
¢ annimmt, und genau das entsprechende gilt
fir £’.

§ 8. Auswertung der Determinante und der Reziproken
der Kopplungsmatrix

Zur praktischen Anwendung unserer Ergebnisse
— insbesondere fiir die Verteilungsfunktion (7,4)
bzw. (7,9) — ist es erforderlich, fiir die verschiede-
nen Fille und fiir die jeweils vorliegende Dimen-
sionszahl n die Determinante D,=Det (a;;) und
dieReziproke az;! der reduzierten Kopplungsmatrix
a;;, zu kennen. Insbesondere wird es, wie im folgen-
den Abschnitt gezeigt wird, zur Auswertung der
Streuung einer speziellen Spur darauf ankommen,
aus den an dieser Spur gemessenen Merkmalwerten
Z, . . ., , den Zahlenwert der im Exponenten von
(7,4) auftretenden quadratischen Form:

Q:—tz%agl &y T3 (8,1)

zu ermitteln.
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Nachst dem trivialen Fall Ia (in dem a,; und
damit auch ai! die Einheitsmatrix ist, womit (7,4)
in ein Produkt von GauB-Funktionen der x; iiber-
geht) sind die Fille Ib und Ila am einfachsten.
Die reduzierte Kopplungsmatrix ist in diesen Fil-
len von der Form:

1 o
ele
ele

i (8,2)

(a;) =

(die freien Platze sind wie stets mit Nullen zu er-
ganzen). (a;;) hidngt also nur von dem einzigen
Parameter e=a,,=A4,,/4 ab, der im Fall I1Ta bzw.
Ib den Wert 1/4 bzw. 9/52 hat. Indem wir den
Wert von ¢ zunéchst offen lassen, kénnen wir beide
Fille gemeinsam behandeln. — Wir beginnen mit
den Determinanten D, = D, (¢) fiir die verschiede-
nen Dimensionszahlen n. Offenbar ist D, =1, und
es ist fiir das folgende bequem, zur Erginzung die
Grolle

Dy=1 (8,3)

einzufithren. Fiir alle anderen Dimensionszahlen
kann man dann D, auf Grund der Rekursions-
formel

Dn = Dn—l — & Dn,Q (8a4)

bestimmen. Daneben kann auch die explizite For-
mel

Dn - (nrzl) &2 JL (71;2) - (n53) 4+ —. ..

(8,5)
verwendet werden. — Es ist nun in den Féallen Ib
und ITa besonders bequem, daf} die reziproke Ma-
trix agz! durch Determinanten der Art (8,4) aus-
gedriickt werden kann. Betrachten wir, um dies
zu zeigen, ein bestimmtes Matrixelement aj;!, wo-
bei wir annehmen wollen, dafl £ = 7 ist.

Das Matrixelement az;! ist nun gleich (—1)%=¢/D,,-
mal der durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten
Spalte aus (8,2) entstehenden Unterdeterminante.
Die letztere zerfillt offenbar in ein Produkt von
drei Determinanten, die resp. die Werte D,_,, *—?
und D, haben, d. h. wir erhalten (zugleich unter
Beriicksichtigung der Symmetrie):

ai;l = “Fil = (—&*" D, D, 4/D,. (8,6)

Die einfache Gestalt der Matrix (8,6) kann ver-
wendet werden, um aus gegebenen (gemessenen)
Zahlenwerten z,, x,, . . ., z, den zugehorigen Wert
der quadratischen Form (8,1) in bequemer Weise
zu berechnen. Dazu bilde man aus den z; und der
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Folge der Determinanten D zwei neue Zahlen-
reihen:

w;=D; 42, =Dyay; Dy %55 .« . D,y &, (8,7a)
und
Up =Dy p@s= Dy Dy_oTyy vo » Dytns  (8,7h)

wobei die Zusatzdefinition (8,3) mitverwendet ist.
Daraus kann dann wie folgt bequem berechnet
werden

Q:DL[(ulv, + Uy Uy F . U, Y,)

—2&(Uy vy + Uy Vg + . ..+ Uy V) (8,8)

+ 2% (U vy Uy Uy F oo Uy D))

— 4.2 Tu ).
Es geniigt somit, die Reihe der Zahlen D, nach
(8,4) bzw. (8,5) zu tabulieren, und es eriibrigt sich,
ausfiihrliche Tabellen der aj;! fiir alle Dimensions-
zahlen n aufzustellen. — Die Tabelle der D, wird
im Anhang gegeben, und zwar fiir verschiedene
Werte von ¢, womit im Fall I'b auch die ,,unechte
Streuung‘ beriicksichtigt werden kann (vgl. hierzu
§ 13).

Weniger bequem liegen die Dinge im Fall IIb.

Die Matrix a,, hat in diesem Fall die Gestalt-

(8,9)

Dabei ist (sofern nur die ,,echte‘‘ Streuung beriick-
sichtigt wird; vgl. § 9) ¢ =4,,/4=13/33 und § =
A,3/A=1/66 gemial Tab.5. — Auch in diesem
Falle ergibt sich fir die aus a,; zu bildende n-
reihige Determinante D, [die wir zur Unterschei-
dung von der in (8,4) durch Uberstreichung kenn-
zeichnen] eine — im Vergleich zu (8,4) allerdings
kompliziertere — Rekursionsformel

D,=D,_,—¢& Bn_g +(2620—0%) D,
—(2e28°—0YD,_, (8,10
+262[0°Dyy—0* Dy g+ Dy y—+ .. .].
Man gewinnt (8,10), indem man — ausgehend z. B.
von der ersten Zeile in (8,9)—alle nicht verschwin-
denden Determinanten-Glieder aufsucht und so-
weit verfolgt, bis man jeweils auf eine Determi-

nante der gleichen Art stoft. Das letzte Glied in
(8,10), das noch mitberiicksichtigt werden mul,
ist das mit D,=1, entsprechend (8,3), d. h. wir
haben als Zusatz-Definition zu (8,10) zu setzen:

Dy=1und D, = 0 fiir n < 0. (8,11)
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Um die zu (8,9) reziproke Matrix bequem aus-
driicken zu koénnen, fithren wir zweierlei Hilfs-
groBen ein, und zwar zunéchst die GroBen:

Fo,=D,—0Dy,+ 0Dy y— 0 Dypg+—...

(8,12)
oder auch .
F,=D,—06F,_, (8,13)
mit der Zusatz-Definition dhnlich (8,11)
Fy=1und F, = 0 firn < 0. (8,14)

Nebenbei sei bemerkt, dafl sich (8,10) mit Hilfe
der F, in die fiir die numerische Berechnung be-
quemere Form bringen laft:

D,=D, ,—&D, 0D, g+ D,_,+2620F,_,.
(8,15)
Die Bedeutung der F, ist die, daB} ¢F,_, die durch

Streichen der ersten Zeile und zweiten Spalte der
Determinante von (8,9) entstehende Unterdeter-
minante ist. — Die zweite Art von Hilfsgr6B8en, die
wir benotigen werden, ist gegeben durch die Re-
kursionsformel

A, =eldpy— 04—+ e0*A,_y—0*A,—y, (8,16)
wiederum mit der Zusatz-Definition
Ay=1und 4, = 0 firn < 0. (8,17)

Dabei bedeutet A, die Determinante derjenigen
n-reihigen Matrix, die aus der (n + 1)-reihigen Ma-
trix der Gestalt (8,9) durch Streichen der ersten
Zeile und der letzten Spalte entsteht. — Mit Hilfe
der GroBen D, F, und 4, 1aBt sich nun die zu
(8,9) reziproke Matrix ausdriicken, wobei sich fiir
deren diagonale und nichtdiagonale Elemente ver-
schiedene Ausdriicke ergeben, und zwar erhilt
man fiir die ersteren:

a_l D [Dr- Dn—_é D Dn i 1]

n

(8,18a)

1 . el P—
u) =D, oy,

i V=D .o
sowie W=D, w,

- pe
WP =F,,w,

%(2) —Fn—z 10J
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Fir die nichtdiagonalen Elemente gilt, wenn man
k> v annimmt:

azl = az' = [(—1)*- ‘/Dn]{Ak_ D, D,_
e A gy [ Dy P+ Wi D,_.]
+ 0 Aj—i— [171‘—1 Bn— -1+ 171'—2 Bn— k]
+&20%4, i Fi g Fpo gy (8,18Db)
— e84 A3 i 3[Fiy Dyoyy + D,y Fy1]
S N Bn—kﬂ} .

Es seien nun bei einer speziellen Spur » Merk-
male ; — d. h. in diesem Falle » GroéBen w; —
durch Messung bestimmt worden, und es soll der
zugehorige Wert von @ nach (8,1) ermittelt werden.
Dies kann am einfachsten direkt nach (8,1) ge-
schehen, sofern fiir die betreﬁ"ende Dimensions-
zahl n die Matrixelemente aj;' tabuliert vorliegen.
Zweckmiflig wird man Jedoch diese Tabulierung,
die auf Grund der Formeln (8,18) zu geschehen hat,
nur fiir nicht allzugroe Dimensionszahlen » aus-
fithren; denn fiir jedes n erfordert dies die Berech-
nung und Tabulierung von = (n + 1)/2 Koeffizienten
az!, und der Umfang der erforderlichen Tabellen
wiirde daher mit wachsendem #» sehr rasch zuneh-
men. Man kann sich jedoch, ohne dafl dadurch die
Berechnung von @ wesentlich umstéandlicher wird,
fiir gréBere Dimensionszahlen » darauf beschrin-
ken, die GrolBen B”, F, und 4, (d. h. nur drei
Zahlwerte fiir jedes ») zu tabulieren. Die Berech-
nung von ) kann dann — in Verallgemeinerung des
fiir die Falle I'b und ITa entwickelten Verfahrens —
folgendermallen geschehen: Zunichst bilde man
aus der Reihe der gegebenen (gemessenen) n Zah-
len w; sechs neue Zahlen-Reihen wie folgt [vgl.
(8,71

(8,19a)
(8,19b)

D, w;

und ¥ =D, _; w;.

und u{® =

Sodann bilde man aus den Produkten je einer der Zahlen (8,19a) mit je einer der Zahlen (8,19b) die

Summen *

(rs)_ (r) ,(8)
S; Z Ui Vit

(mit r,s=1,2,3 und j=1,2,3,...,

n—1). (8,20)

Mit Hilfe dieser Summen laBt sich sodann die Grofle @ verhiltnismaflig einfach wie folgt ausdriicken:

_Lg ash)_ =
Q= D, l

J=1

(32:8(33 +=) 2 (_1 (A S“”—E(SA I[S‘12’+S‘2”)}

(8,21)

+ (53A [S(l :3) + S(s 1) + S(z 2)] et A:,-_3 [S;Q:ii) s S;.S:Q) ] 4 66Aj_4 5;3:3))} .
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Die Glieder in (8,21) werden im allgemeinen rasch
abnehmen, so dal man die Entwicklung nach
wenigen Gliedern abbrechen kann. — Die notwen-
digen Tabellen stehen im § 13.

Auf die Ubertragung des geschilderten Verfah-
rens auch auf die Fille IITa und b miissen wir ver-
zichten, da sie allzu umstindlich wiirden. Prak-
tisch jedoch diirften diese Falle nur dann in Be-
tracht kommen, wenn die Anzahl der verfiigbaren
Zellen klein ist (d. h. wenn die Spur entweder kurz
ist, oder aber, wenn sie zwar lang aber von einem
Teilchen sehr grofler Energie erzeugt worden ist,
so dal} aus Griinden der ,,unechten Streuung‘‘ eine
geringe Anzahl grofer Zellen verwendet werden
muf}). — Im Tabellen-Anhang sind die reziproken
Kopplungsmatrizen fiir die Fille IITa und b fiir
einige Dimensionszahlen » tabelliert.

§ 9. Unechte Streuung
(s»spurious scattering*, ,,noise level*)

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt aus-
schlieflich mit den ,,praktischen Féllen Ib, ITb
und IIIDb, bei denen , Ausglittung® (smoothing)
verwendet wird, darin bestehend, da3 nicht Rich-
tung und Koordinate der Bahn selbst, sondern
Richtung und Koordinate der jeweils lings einer
Zelle angepaliten ,,besten Gerade‘‘ als Merkmale fiir
die Streuung verwendet werden. Wir kniipfen an
die die Falle I b und ITb betreffenden Ausfithrungen
des § 4 an, wonach die ,,beste Gerade‘ entweder
dem ,,wirklichen‘* (tatsédchlich aber unbekannten)
Bahnverlauf (,,wirkliche beste Gerade‘‘) oder den
geschwirzten Kornern der Spur (,,praktische beste
Gerade‘) angepalit sein kann. In der Abweichung
der ,,praktischen‘* von der ,,wirklichen‘* besten
Geraden besteht die sogenannte unechte Streuung,
mit der wir uns jetzt naher beschéiftigen wollen.

Wir wollen zur Vereinfachung zunéichst anneh-
men, dafl allein unechte Streuung und tiberhaupt
keine echte Streuung vorliegt, d. h. wir setzen den
Bahnverlauf als genau geradlinig voraus. Zur Ver-
einfachung der folgenden Betrachtungen wollen
wir ferner die (unwesentliche) Annahme machen,
dall die Bezugsgerade, auf die wir die Lage der
geschwirzten Korner und der besten Geraden be-
ziehen, mit der von dem Teilchen durchlaufenen
Bahn zusammenfillt. Lings der Bahn sind nun
geschwirzte Korner in statistischer Folge verteilt,
so dafl auf eine einmal gewahlte Zell-Lange s im
Mittel eine Anzahl von — sagen wir — N=s/d
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Koérnern entfillt, wobei also d deren mittleren Ab-
stand bedeutet. Wir wollen nun die fiir das Fol-
gende wesentliche Voraussetzung machen, dafl die
Anzahl N der Koérner pro Zelle grofl genug ist, so
dafl wir von den statistischen Schwankungen ihres
gegenseitigen Abstandes absehen kénnen. Wir be-
trachten also die Kérner als in genau gleichen Ab-
standen d aufeinander folgend und wollen ferner
annehmen, dafl die Anordnung der Korner lings
jeder Zelle (dies betrifft nicht die seitliche Ver-
schiebung der Korner!) symmetrisch ist in bezug
auf den Zellen-Mittelpunkt. — Ein einzelnes, her-
ausgegriffenes geschwérztes Korn wird nun im all-
gemeinen nicht mit seinem Mittelpunkt genau auf
der Teilchen-Bahn liegen, sondern gegeniiber dieser
(infolge von Vorgingen in der photographischen
Emulsion) eine mehr oder minder grofle seitliche
Verschiebung y besitzen, fiir die wir eine normale
Verteilung gemaf}

dy s
f(y) dy = (5]/:?6 vie

(9,1)

ansetzen. (62 ist das doppelte mittlere Quadrat von
y.) Der Tatbestand (9,1) sei kurz dadurch charak-
terisiert, dafl wir sagen, es bestehe ,,Normal-Ver-
teilung (y; 6%)°‘. [Wir erinnern an die zwei bekann-
ten Regeln: Aus (z; a?) folgt fiir die Verteilung der
GroBle kx, wobei k eine Konstante ist: (kx; k2a?);
ferner folgt aus zwei unabhéngigen Normal-Ver-
teilungen (z;; a,?) und (x,; a,?) fir die Summe
x, + x, die Verteilung (2, + ,; @,®> +a,%).] — Wir
haben nun die Uberlegungen des § 4 betreffend die
Anpassung der besten Geraden an den Bahnver-
lauf zu iibertragen auf den jetzt betrachteten Fall
der Anpassung einer besten Geraden an die N
Korner einer Zelle. Der Unterschied gegeniiber § 4
besteht nur darin, dal wir die dortigen Integrale
itber die Weglidnge ! durch Summen zu ersetzen
haben. Damit lautet insbesondere die (4,4) ent-
sprechende Bedingung fiir die bestmogliche An-
passung lings einer Zelle
N

Y @+ Bl —y)? = Min.

k=1

Dabei sind mit k=1, 2, ..., N die Korner einer
Zelle numeriert; 7, ist der vom Zellen-Mittel-
punkt aus gerechnete Ort des k-ten Kornes und y
und B sind wie friiher die Parameter der besten
Geraden. Durch Differentiation nach y folgt aus
(9,2) (unter Beriicksichtigung der angenommenen
Symmetrie in der Lage der Kérner beziiglich des
Zellen-Mittelpunktes):

(9,2)
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_ 1
Yy="7 % Y (9,3)
und durch Differentiation nach j:
p= kE b yk/%‘. . (9,4)

Wir gehen nun davon aus, daf fiir jedes y, Nor-

mal-Verteilung gilt entsprechend (9,1), d. h.: (y,;

6%). Daraus folgt nach den obigen Regeln: (3 y,;
k

N§2) und weiter: (y; 6%/N) oder, indem wir N durch
die Zell-Lénge s und den Korn-Abstand d aus-
driicken:

(y; 6°d/s). (9,5)

In dhnlicher Weise schlieBen wir fiir (9,4) — wieder-
um auf Grund der beiden Regeln fiir Normal-Ver-
teilungen: (I, y;; 1,2 6%); ferner Zlk Yr; 02 Zl -

und schlieBlich wegen (9,4): (8; 62/Zlk

die Anzahl N der Kérner pro Zelle als nicht zu
klein annehmen wollen, diirfen wir die Summe
2 1,2 naherungsweise durch ein Integral ersetzen

Da wir

d2+7\l2k T &3

l — 2 -

z g —jfv/z 12d
ﬂO’Bla--c,_ =(2n —(n+1) f

Dabeiist zur Abkiirzung D?>=1262d/s? gesetzt, und
es bedeutet dnt+! &=dd¢, .. . d&, das Volumen-
element im (n+ 1)-dimensionalen Raum der &,. —
Nunmehr wollen wir von den f; bzw. den §;,—f,
zu den Differenzen a;=f;—f;, iibergehen; dabei
wollen wir als eine nullte (iiberziahlige) Variable
zunichst noch a=p,—f, mitfithren, so daB die
Anzahl der neuen Variablen zunichst wiederum
n+1 ist. Die lineare Transformation, die die
(B:i—PB,) in die a; iiberfithrt, lautet dann — in Ma-
trix-Form geschrieben:

(9,9)

Die quadratische Matrix in (9,9) sei kurz mit 4 und
die beiden dort auftretenden ein-spaltigen Matri-
zen mit (x) und B ,30 bezeichnet, womit sich
(9,9) kurz schreibt: AB— /30 Daneben wer-

den wir auch em-zelhge Matrizen a zund B—f, sowie

~——

.[ dn+1 £ exp [’ & (Bi—
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Damit folgt fiir den Richtungswinkel § der besten
Geraden die Normal-Verteilung:
(B; 12 6% d/s®). (9,6)
Wir betrachten jetzt eine Spur, dieinn + 1 Zellen
eingeteilt sei. Weiterhin nehmen wir an, dafl die
Teilchenbahn véllig gerade, also keine echte Streu-
ung vorhanden sei. Wir denken uns ferner eine
Bezugsgerade willkiirlich gelegt, die jetzt nicht
mehr mit der Teilchen-Bahn zusammenfallen, son-
dern mit dieser einen (kleinen) Winkel £, ein-
schliefen soll. Die den Kérnern der Spur in der
ersten, zweiten, ..., (n+ 1)-ten Zelle angepaliten
besten Geraden mogen mit der Bezugsgeraden die
Winkel Bo’ Bis Ba - + o B,, bilden. Diese Winkel sind
voneinander statistisch unabhéngig; fiir jeden der-
selben gilt eine Gaullsche Verteilung entsprechend
6): (B;—fy; 1202d/s®) oder ausfiihrlich:
[dB:/V 127 62d]s%] exp[— (B, —Po)2/(126% d/s%)]. (9,7)
Die (n+1)-dimensionale Verteilungsfunktion der
Gesamtheit der f3; ist somit das Produkt der n +1
Ausdriicke (9,7) und kann unter Verwendung der

Fourier-Darstellung der GauB3-Funktion folgender-
mafen geschrieben werden:

2

X
0

n
]

(9,8)
0

die zu A transponierte Matrix A verwenden, wo-
mit sich z. B. die zu (9,9) transponierte Gleichung

schreibt: & = B— B A. In entsprechender Weise

fassen wir auch die Variablen &, &, . . ., &, zu einer
einspaltigen bzw. ein-zeiligen Matrix (§) bzw. &
zusammen. Schlieflich werden wir noch die zu A
reziproke Matrix 4! und deren transponierte 4-1
benotigen. [Die Elemente von A-! sind auf und
unterhalb der Diagonalen jeweils Eins und ober-
halb der Diagonalen jeweils Null. Ubrigens sind
die freien Plitze in (9,9) wie stets mit Nullen zu
ergianzen.] Zugleich mit der Transformation (9,9)
fithren wir an Stelle der &; neue Variable 7, ein durch
EA -1 mit
der Umkehrung (&) =A( ) bzw. E 7]A Diese
Transformation ist so gew ahlt, daf sie das Skalar-

produkt > &, (p; —f) =& (P—p,) invariant 1aBt.

EB—p) =

die Transformation (17)— (&) bzw.

NAAT @) =R@ =T &0 (9,10)

~



196

Wesentlich kommt es nun auf die Transformations-
weise der im Exponenten von (9,8) auftretenden
Quadratsumme Y} &;% an, fiir welche sich ergibt:

cMz

E=E@) =740 20 ZAlknmk, (9.11)

i

A4

wobei wir zur Abkiirzung die Matrix (4};)=
eingefiihrt haben, fiir die sich explizit ergibt:
1 —1
—1 2 —1

—3 2 —1
=], 2 —1

(Al)=AA =

(9,12)

Damit haben wir die Verteilungsfunktion der n+ 1
Variablen a, @, . . ., &, in der Gestalt eines Fou-
rier-Integrals dhnlich (9,8) erhalten, wobei im Ex-
ponenten die quadratische Form (9,11) auftritt.
Zum Schlufl miissen wir uns noch von der iiber-
zéhligen Variablen &, befreien, indem wir die (n + 1)-
dimensionale Verteilungsfunktion der «; iiber die
Variable a, von — oo bis + co integrieren. Nach der
Bemerkung im § 1 kommt dies darauf hinaus, in
der Fourier-Transformierten dieser Verteilungs-
funktion die zugehdérige Variable — hier also #, —
gleich Null zu setzen. Da diese Fourier-Transfor-
mierte eine Exponentialfunktion mit der in (9,11),
rechte Seite, gegebenen quadratischen Form im
Exponenten ist, kénnen wir dies auch dadurch
ausdriicken, dall wir die nullte Zeile und nullte
Spalte der Matrix (9,12) (und damit gerade den
Teil derselben, der ein unregelméfliges Verhalten
zeigt) zu streichen haben. Indem wir noch von dem
Vorfaktor 1262d/s® einen Faktor 12 zur Matrix
hiniiberziehen und also 4% = 12 A}, (mit ¢, k =
1,2,...,n) als die ,,Kopplungsmatrix fiir die un-
echte Streuung‘‘ definieren, erhalten wir fiir diese
in dem hier betrachteten Fall Ib: A1 = A8 =. ..
—24, AW — AW — . — AW — AW = T
sowie AI"’ =0 fiir |[k—¢|=2. — Die Verteilungs-
funktion fiir n Merkmale x; (unter denen hier also
die a; zu verstehen sind) kann nun ganz allgemein
als Fourier-Integral

f (@ @y« - o5 Z)
e o (9,13)
et (2:!)_" J‘ . _[ d".f el:rk:k eF(:,,Ez,...En)
—0

geschrieben werden, wobei, sofern (9,13) die auf
der unechten Streuung allein beruhende Vertei-
lungsfunktion bedeuten soll, im Exponenten
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6" d /83

Hl

n n

Z Z AW & &,

ohe 9, 14a)
einzusetzen ist. Soll dagegen (9,13) die echte Streu-
ung allein beschreiben, so haben wir nach unseren
friiheren Ergebnissen, wobei jetzt AY) statt frither
A, die die echte Streuung allein betreffende Kopp-
lungsmatrix bedeutet, im Exponenten in (9,13)

einzusetzen:
2.2 Bs O

F (&) T ARG

e (9,14D)
Will man schlielich die kombinierte Wirkung der
echten und der unechten Streuung beriicksich-
tigen, so hat man fir f(z,, .. ., z,) das Faltungs-
produkt der entsprechenden Verteilungsfunktionen
fiir die echte Streuung allein und fiir die unechte
Streuung allein zu nehmen. (Man sieht dies leicht
ein, indem man sich zunéchst die Verteilungsfunk-
tionen fiir die Koordinaten y, der einzelnen ge-
schwirzten Korner der Spur gegeben denkt und
beriicksichtigt, dal sich die Merkmale linear durch
die y, ausdriicken lassen.) Nach dem Faltungssatz
ist dann f(x;, ..., z,) wiederum von der Form
(9,13), und zwar ist jetzt im Exponenten

F (&) =F@ (&) +F" (&)

1 n n

EPIPNC

i=1 k=1

einzusetzen. — In Verallgemeinerung von (7,3)

kénnen wir jetzt als geeignete Maleinheit der
Merkmale x; die GroBe:

X5 = [Xc’z BsA® 4+ (62 d/sa) A(u)]1/2 (9,15)
einfithren, wobei A® und 4™ die Diagonalele-
mente der respektiven Matrizen bedeuten. Ferner
kénnen wir in Verallgemeinerung von (7,1) die
»reduzierte Kopplungsmatrix‘

;= [ Bs A + (0% d/s?) AQ]/z,?  (9,16)
bilden, so daB ihre Diagonalelemente gleich Eins
sind. — Der Exponent (9,14 ¢) laBt sich mit (9,15)
und (9,16) in die einfache Gestalt bringen:

—‘xffz ;a'ikgi‘fky
1

die in (9,13) eingesetzt wiederum auf die bereits
frither abgeleitete Formel (7,4) fiir die Verteilungs-
funktion fiihrt, die somit — bei entsprechend ab-
gednderter Bedeutung der darin auftretenden Kon-
stanten — erhalten bleibt. Das gleiche gilt damit
auch fiir die anschlieBenden Uberlegungen im § 8.

F (&) =F" (&)

= F (g) =—

(9,14c¢)
JEBs AY)+ (0%d/s?) AW £, &

(9,14 ¢")
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Ausfiihrlich haben wir die Mitberiicksichtigung
der unechten Streuung bisher nur fiir den Fall Ib
behandelt, und miissen das Entsprechende nun
auch fiir den Fall IIb nachholen, wobei wir uns
kurz fassen konnen: Fiir diesen Fall denken wir
uns die Spur in n+2 Zellen eingeteilt. Die Ver-
teilungsfunktion der Schwerpunktskoordinaten v,
Y1 - « - Yo+ 18t jetzt ein (n + 2)-faches Produkt von
GauB-Funktionen entsprechend (9,5), dessen Fou-
rier-Darstellung der Gl. (9,8) dhnelt, und zwar tritt
dabei als Exponent der Fourier-Transformierten

der Ausdruck
n+1

6%d/s
-— Z§i2
i=0

auf. Von den y; miissen wir nun durch eine lineare
Transformation zu den ;= (y;—;—2¥;+ ¥;+,)/s
iitbergehen. Wir kénnen dies unter Benutzung der
in (9,12) gegebenen Matrix (4;,) tun, indem wir
setzen:

(9,17)

1
B= = 24T, (9,18)
wobei zunéchst zwei tiberzihlige Variable w, und
@+ mitgefiithrt sind, von denen wir uns nachher
in bekannter Weise befreien werden. Die Rolle der
Matrix A4 im Fall Ib wird also jetzt von der Matrix
— (A};)/s tiibernommen. Damit kénnen wir auch
sogleich angeben, in welcher Weise sich beim Uber-
gang von den alten Variablen &; zu den neuen y); die
Quadrat-Summe in (9,17) transformiert. Setzen wir

n+1 n+l n+1

1
Z 51'2:? Z Z A%’mm,
i=0 i=0 k=0
so folgt nach Analogie von Fall Ib unmittelbar,

daB wir zu setzen haben:

AW = Ay A= (4444,  (9.20)
7

(9,19)

wonach sich explizit ergibt:
—3
1

-

4 1
s 3/ 9,20)

15 Anm. b. d. Korr.: Die Ableitung der Kopplungs-
matrix fir die unechte Streuung im Fall ITDb iibertragt
sich fast wortlich auf den ,,intermediiaren‘’ Fall Ilc
(vgl.1® und ). Der einzige Unterschied besteht darin,
daBl die Normalverteilung der Schwerpunktskoordi-
naten im Fall ITb: (y; 62/N) durch (7, 6*/N’) fiir I1c zu
ersetzen ist, wobei an Stelle der Kornzahl N in der
Zelle diejenige N’ im Anpassungsbereich steht. Infolge-
dessen tritt zum Ausdruck (9, 17) und damit zur Kopp-
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Die nullte und (n+41)-te (=letzte) Zeile und
Spalte der Matrix (9,20) zeigen ein anomales Ver-
halten. Dies sind aber gerade diejenigen Zeilen
und Spalten, die wir bei der Befreiung von den
iiberzahligen Variablen zu streichen haben. Die
verbleibende n-reihige quadratische Matrix A
(t, k=1, 2, ..., n) ist die gesuchte Kopplungs-
matrix fiir die unechte Streuung im Fall IIb. Ihre
Diagonalelemente haben alle den gleichen Wert 6,
deren benachbarte Elemente den Wert —4 und
die nachst-folgenden den Wert 1, wihrend alle
iibrigen verschwinden. Wir kénnen damit unsere
Ergebnisse — éhnlich der Tab. 5 — zusammen-
fassen in Tab. 815,

All Al2 Al3
Fall1b 24 — 12 0
Fall 11 b 6 — 4 1
Tab. 8.

Damit iibertriagt sich auch alles weitere auf den
Fall ITb, und insbesondere bleibt mit Benutzung
von (9,15) und (9,16) die Formel (7,4) fiir die Ver-
teilungsfunktion der Merkmale infolge der kombi-
nierten Wirkung der echten und unechten Streu-
ung giiltig.

Es bleibt uns nur noch iibrig, den Fall IIIb zu
betrachten. In diesem Fall besitzt die Kopplungs-
matrix A%, (vgl. im § 7 das entsprechende fiir die
echte Streuung) einerseits Elemente 4(% mit nicht-
unterstrichenen Indizes, die sich auf die a;, und
solche A% mit unterstrichenen Indizes, die sich
auf die ®; beziehen. Die ersteren sind identisch
mit denen des Falles Ib und die letzteren mit
denen des Falles IIb. Die aullerdem noch auf-
tretenden Elemente mit gemischten Indizes A7}
und A% verschwinden simtlich, da im Fall der
unechten Streuung (im Gegensatz zu dem der
echten Streuung!) keine statistische Kopplung zwi-
schen den @, und den w; bzw. zwischen den Koordi-
naten 7, einerseits und den 5, andererseits besteht.
Um dies zu zeigen, geniigt es, eine einzelne Zelle
zu betrachten, wobei wir an die Ausfithrungen zu

lungsmatrix 4 g’z) ein Faktor N/N’ = s/¢=1/» hinzu, den
wir zweckmaiBig in den Vorfaktor von A%) aufnehmen.
Fiir diesen ist also [z. B. in (9,14 a) ff. bis (9,16)] an
Stelle des fur IIb gultigen (62 d/s®) der Ausdruck
[6%d/(c s*)] fur Ilc zu setzen. Die Kopplungsmatrix
A%) selbst bleibt damit unverindert, und die Zahlen-
werte fiir IIb in Tab. 8 gelten auch fiir ITc.
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Beginn dieses Paragraphen ankniipfen. Wir gehen
dabei aus von der N-dimensionalen Verteilungs-
funktion der Koordinalen y,. Diese ist ein Produkt
von N GauB3-Funktionen der Form (9,1) und lautet
daher in Fourier-Darstellung :

- YN)

+ o0
= @a)y [ ... [dVEet Ut eI 2E,
—w©

f(yDyZ!' (9,21)

Wir wiinschen nun durch eine lineare Transforma-
tion von den N Variablen y, zu den zwei Variablen
y nach (9,3) und f nach (9,4) iiberzugehen. Diese
lineare Transformation wird bewerkstelligt durch
eine rechteckige Matrix (S,,) mit zwei Zeilen
(t=1,2) und N Spalten (k=1,2,3, ..., N), die im
Einklang mit (9,3) und (9,4) lautet:

] 1 2 3 N

| 1 1 1 1
Sn=Y1 ¥ W~ N~ |.(9,22)

B L ly ly Iy

2ht YL T NI

Die Verteilungsfunktion fiir die neuen Variablen
y und f§ ergibt sich dann als zweidimensionales
Fourier-Integral [analog dem N-dimensionalen
(9,21)], wobei der Exponent der Fourier-Transfor-
mierten lautet:

o

2 202
1 Z Zoikmnk-
i=1 k=1

Dabei ist die zweireihige quadratische ,,Kopp-
lungsmatrix“ C;, gegeben als das Matrixprodukt

(9,23)

der Matrix (S;;) mit ihrer Transponierten (S;;) =
(S4:), also ausfiihrlich:

N
(Cik) = ('EISﬁ Sk:’)
j=

1 Xy d

N NZI? Fi

i, 1 12d (924)
NXI? X2 =5

Die Diagonalelemente auf der rechten Seite von
(9,24) bestitigen unsere fritheren Ergebnisse (9,5)
und (9,6). Das Verschwinden der Nicht-Diagonal-
elemente in (9,24), das aus der vorausgesetzten
symmetrischen Anordnung der Kérner in der Zelle
folgt (diese Annahme ist berechtigt, wenn die An-
zahl der Korner in der Zelle nicht zu klein ist),
besagt, daB zwischen 7 und f§ keine statistische
Kopplung besteht. — An Stelle des geschilderten

G. MOLIERE

Verfahrens mit Verwendung rechteckiger Trans-
formationsmatrizen hétten wir auch so vorgehen
konnen, dal wir (9,22) durch Hinzufiigung von
N—2 linear unabhéngigen, sonst aber beliebigen
weiteren Zeilen, denen N—2 zu y und g hinzu-
tretende ,,iiberzdhlige* Variable entsprechen, zu
einer quadratischen Matrix ergédnzt hatten. Es
hétte sich so zunachst eine Kopplungsmatrix C;,
mit N Zeilen und Spalten ergeben, bei der wir
jedoch zur nachtraglichen Befreiung von den iiber-
zéhligen Variablen die diesen entsprechenden Zei-
len und Spalten wieder zu streichen hitten. Das
Ergebnis wire offenbar identisch mit dem, wie wir
es auf Grund des abgekiirzten Verfahrens mit Hilfe
rechteckiger Matrizen erhalten haben. Dieses Ver-
fahren wird uns im folgenden Paragraphen noch
mehrfach von Nutzen sein, weshalb es auch hier
eingefithrt wurde.

Damit ist gezeigt worden, dal die Kopplungs-
matrix A, fiir die unechte Streuung im Fall IITb
auller den bereits in der Tab. 8 enthaltenen keine
weiteren nicht-verschwindenden Elemente besitzt,
weshalb wir darauf verzichten kénnen, das Matrix-
Schema hier ausfiithrlich anzuschreiben. — Auch
fiir den Fall IT1Tb 148t sich wiederum in Verallge-
meinerung der Methoden des § 7 eine reduzierte
Kopplungsmatrix a,; fiir die kombinierte echte
und unechte Streuung einfiihren, so dafl die For-
mel (7,9) fiir die Verteilungsfunktion — mutatis
mutandis — erhalten bleibt.

Mepfehler. Neben der unechten Streuung, die auf
den Eigenschaften der photographischen Platte
selbst beruht, ist nun auch der eigentliche MeB-
fehler in Betracht zu ziehen, der infolge der appa-
rativ und durch die Person des Beobachters be-
dingten Begrenzung der Ablesegenauigkeit auf-
tritt. (Vgl. Y. Goldschmidt8.) Fiir den gemein-
samen Einflu von unechter Streuung und MeB-
fehlern ist in der Literatur die Bezeichnung ,,Stor-
pegel“ (,,noise level*“) gebrauchlich. — Die auf-
tretenden MefBfehler sind statistisch unabhéngig
fiir diejenigen Grofen, die unmittelbar gemessen
werden, d. h. fiir die Winkel B, und die Koordi-
naten y,, also gerade fiir dieselben GroBen, fiir die
auch die unechte Streuung statistisch unabhingig
ist. Es sei nun mit y3 bzw. y2 das doppelte mittlere
Quadrat des MeBfehlers bezeichnet, der bei ein-
maliger Messung einer der GréBen B bzw. y auf-
tritt. Bei m-maliger unabhingiger Messung jeweils
ein und derselben GriéBe verringert sich das dop-
pelte mittlere Fehlerquadrat auf y3/m bzw. y2/m.
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An die Stelle der Normal-Verteilungen (9,6) bzw.
(9,5) infolge unechter Streuung allein treten also
jetzt fiir die kombinierte Wirkung der unechten
Streuung und des MeBfehlers die Normalvertei-
lungen:

(B; (1262 d/s®) + yj/m), (9,25a)
(@5 (0% d/s) + yy/m). (9,25D)

Alle in diesem Paragraphen fiir den Einflul der
unechten Streuung erhaltenen Ergebnisse — ins-
besondere die Formel (9,14 ¢) und die folgenden —
lassen sich also leicht verallgemeinern fiir den Fall,
daBl neben der unechten Streuung auch die Wir-
kung der MeBfehler auf die statistische Verteilung
der Merkmalwerte beriicksichtigt werden soll, und
zwar folgt aus (9,25a) bzw. (9,25b), daB man dazu
in Gl. (9,14¢) und den folgenden zu ersetzen hat
im Fall Ib:

bzw.

0%d/s® — (6% d/s?) + y3/(12 m) (9,26a)
und im Fall I1b:
02d/s® - (6% d/s%) + y2/(ms?). (9,26 b)

Es ist anzunehmen, daf} die Zell-Lange s keinen
unmittelbaren Einflufl auf die MeBgenauigkeit hat,
daB also die GréfBen y, und y, unabhingig von s
sind. Nimmt man dies als giiltig an, so zeigt der
Vergleich von (9,26 und b), daB der stérende Ein-
flul des MeBfehlers auf das Ergebnis fiir die echte
Streuung [wobei es also auf das Verhéltnis des Zu-
satzgliedes rechts in (9,26 a bzw. b) zu dem fiir die
echte Streuung mafgeblichen Glied yx,2Bs in
(9,14 c) ankommt] durch Wahl einer gréBeren Zell-
Lange s im Fall IIb in weit starkerem MafBe herab-
gedriickt werden kann als im Fall Ib.

§ 10. Zur Frage der geeignetsten Wahl der Merkmale
und der Zell-Linge

Die hier folgenden Uberlegungen betreffen die
Frage nach der zur Erreichung einer moglichst
groflen Information iiber die Natur des Teilchens,
das eine gegebene Spur erzeugt hat, am zweck-
mafBigsten zu verwendenden Methoden, d. h. ins-
besondere der geeignetsten Wahl der zu messenden
GroBen, der giinstigsten Kombination dieser ge-
messenen Grofen zu ,,Merkmalen fiir die sta-
tistische Auswertung, und schlieBlich der zweck-
méBigsten Wahl der dabei verwendeten Zell-Linge
s. (Neben dem Gesichtspunkt der gréBtmoglichen
Information spielt auch der eines nicht zu groen
Aufwandes zur Messung und rechnerischen Aus-
wertung eine Rolle.)
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Wir wenden uns zunédchst der zweiten der ge-
nannten Teilfragen zu: der nach der geeignetsten
Kombination der gemessenen Groflen zu ,,Merk-
malen und zwar fiir den Fall Ib. Wir nehmen
demgeméaf an, dafl die gegebene Spur in n+1 Zel-
len eingeteilt, und fiir diese die n+1 GréBen f,
B, - .. Pn gemessen worden seien. Unter diesen
befindet sich noch eine willkiirliche, und wir miis-
sen daher n unabhingige Linearkombinationen der
Bl, die keine Willkiirlichkeit mehr enthalten, als
,,Merkmale‘‘ auswihlen. Dies kann auf vielfache
Weisen geschehen, die alle zueinander dquivalent
sind und alle das Maximum an Informationsméog-
lichkeit vermitteln, das in den gemessenen Groflen
fB: enthalten ist. Die einfachste unter diesen Mog-
lichkeiten ist die bisher (fiir den Fall Ib) allein von
uns diskutierte Wahl der a;= f; — B,—; — d. h. der
Winkel zwischen besten Geraden benachbarter Zel-
len — als die n Merkmale, die in diesem Falle alle
untereinander gleichartig sind. Jede andere Wahl
von n Merkmalen kann durch Linearkombination
aus der unseren gewonnen werden; so z. B. kann
man an Stelle der «; die » GréBen (wir wollen hier
n als eine gerade Zahl annehmen): a; + «,, & — a,,
X3+ &y, a3 — &, usw. als Merkmale verwenden. Die
Verteilungsfunktion dieser neuen Merkmale erhélt
man aus der der a;, indem man die Kopplungs-
matrix in bekannter Weise linear transformiert.
Freilich wird diese Kopplungsmatrix unnétig kom-
pliziert dadurch, daB sich ihre Zeilen und Spalten
auf zweierlei Arten von Merkmalen (nimlich die
Summen und die Differenzen der «;) beziehen, wo-
durch die Auswertung erschwert wird. Abgesehen
davon besteht jedoch — wie nochmals betont sei —
Aquivalenz zwischen den neuen und den alten
Merkmalen. Das gleiche gilt jedoch nicht mehr,
sobald man zu einer (im Vergleich zur urspriing-
lichen Anzahl »n der ;) verringerten Anzahl von
neuen Merkmalen iibergeht; denn durch Hinzu-
fiigung weiterer ,,iiberzéhliger’* Merkmale kénnte
man deren Anzahl stets auf die volle Zahl » linear
unabhingiger Merkmale erginzen, die dann den a;
dquivalent sein und die volle Informationsmdog-
lichkeit liefern wiirden. Die Beschriankung auf die
Ausnutzung nur einer verringerten Anzahl von
Merkmalen bedeutet also den Verzicht auf den von
den ,,iiberzihligen Merkmalen vermittelten Teil
der gesamten Informationsmoglichkeit. Dies bleibt
auch giiltig fir den Fall, dal die tatsichlich aus-
genutzten Merkmale (mit gegeniiber n verminder-
ter Anzahl) sehr giinstig gewdhlt sind, so dal die
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durch sie vermittelte Informationsméglichkeit be-
zogen auf ihre geringe Anzahl relativ grof} ist. So-
fern es sich also darum handelt, die in den gemes-
senen f3; enthaltene Informationsméglichkeit (iiber
die Energie des die Spur erzeugenden Teilchens
usw.) wirklich voll auszunutzen, ist es am zweck-
miBigsten, die Merkmale a;=f;,—p,—, zu verwen-
den.

Die Verwendung einer verringerten Anzahl be-
sonders giinstig gewahlter Merkmale kann jedoch
in Féllen, in denen es nicht auf die Ausniitzung der
maximal erreichbaren Genauigkeit ankommt, aus
Griinden der Ersparnis an Zeit- und Arbeitsauf-
wand angezeigt sein. Unter diesem Gesichtspunkt
seien hier die von Goldsechmidt-Clérmont ver-
wendeten Merkmale, nimlich die Winkel zwischen
besten Geraden der nullten und m-ten Zelle, der
m-ten und 2m-ten Zelle, der 2m-ten und 3 m-ten
Zelle usw. diskutiert. (m ist eine ganze Zahl, fiir
die Goldschmidt meist den Wert 2, gelegentlich
aber auch einen gréferen Wert wihlt.) Diese Merk-
male seien mit a™ bezeichnet:

8™ = B — Blictym = Ki—ym+1 (10,1)

+ Bg—nyma2+F oo o F O -

(Dabei durchliuft ¢ die Werte i=1, 2, 3, .. ., n/m,
wobei der Einfachheit halber » als durch m teilbar
angenommen ist.) — Man kann nun ausgehend
von der Kopplungsmatrix 4,, fir die a; durch
eine lineare Transformation zu der Kopplungsma-
trix fiir die neuen Merkmale a{™ iibergehen, wobei
sich herausstellt, dafl diese von der gleichen Bau-
art ist wie 4;;, d. h. nur ihre Diagonalelemente
(die untereinander numerisch gleich sind) und
deren Nachbarelemente (die ebenfalls unterein-
ander gleich sind) sind von Null verschieden. Dar-
iiber hinaus zeigt es sich, dafl die Kopplungsmatrix
fiir die unmechte Streuung auch im numerischen
Wert ihrer Elemente, d. h. der Diagonalelemente
A und deren Nachbarelemente 4y, fiir die a{™
und fiir die a; tibereinstimmt. Fiir die Kopplungs-
matrix 4% fiir die echte Streuung gilt das gleiche
nur fiir die Nicht-Diagonalelemente 49, wihrend
die Diagonalelemente 4|9 im Fall der Merkmale
a™ gegeniiber ihrem fiir die a; giiltigen Zahlen-
wert um den Faktor!®

16 Sei S diejenige rechteckige Matrix (mit n/m Zeilen
und n Spalten), mit deren Hilfe der Ubergang von
den a; zu den a;(™ nach (10,1) formal ausgedriickt
werden kann. Sei ferner 4,;, die Kopplungsmatrix fiir
die ;. Die Kopplungsmatrix fur die ;") ist dann ge-
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m+ 9 (m—1)/26 (10,2)

vergrofert sind. Dies besagt,dall bei Verwendung
der a{™ die echte Streuung stéiirker gegeniiber der
unechten Streuung hervortritt als im Fall der a;
und daB iiberdies fiir die echte Streuung eine ge-
ringere statistische Kopplung der a!™ unterein-
ander besteht als fiir die a;. Man erkennt daraus,
daB die n/m GroBen al™ in manchen Fillen eine
sehr viel groBere Informationsmoglichkeit vermit-
teln als eine gleich grofe Anzahl von Merkmalen &;.
Die von der Gesamt-Anzahl » der «; vermittelte
Informationsmoglichkeit ist jedoch — wie noch-
mals betont sei — in jedem Fall groBer. Freilich
kann diese maximale Informationsméglichkeit erst
dadurch wirklich ausgenutzt werden, daf} die sta-
tistische Kopplung der Merkmale untereinander
exakt beriicksichtigt werden kann. Solange dies
noch nicht méglich war, war die Verwendung der
al™ nicht nur zweckmaBig, sondern geradezu not-
wendig.

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf
die dritte der zu Beginn dieses Paragraphen auf-
gefithrten Fragen: der nach der giinstigsten Wahl
der Zell-Lange s. Wir untersuchen in dieser Hin-
sicht zunidchst den Fall IIb, denken uns also eine
Spur in n+ 2 Zellen der Liange s eingeteilt und fiir
jede dieser Zellen die Schwerpunkts-Koordinate y;
(1=0,1,2, ..., n+1) gemessen und aus diesen die
Merkmale ®;= (¥;—, — 2¥; + ¥;+,)/s ermittelt. Die
Verteilungsfunktion fiir die » GroBen w; (1=1, 2,
..., n) sei in der Form (9,13) mit (9,14 ¢) gegeben.
— Nunmehr denken wir uns je zwei benachbarte
Zellen (und zwar die nullte mit der ersten, die
zweite mit der dritten usw.) zu einer ,,Doppelzelle‘‘
der Lange 2s vereinigt. Die Schwerpunktskoordi-
naten Y, der Doppelzellen lassen sich durch die-
jenigen y; der Einzelzellen ausdriicken gemaf

— I _
Y= ) (Yar + Yar+1) > (10,3)

wobei k£ die Werte durchlauft: k=0, 1, 2, .. ., n/2,
n/2+1 (sofern n durch zwei teilbar ist). Analog zu
den ; definieren wir die auf die Doppelzelle be-
ziiglichen Merkmale :

- 1 = = =
-Qk: X(Yk—l_‘zyk‘{‘ykﬂ), (10,4)

geben durch S (4,;) S. Setzt man hierin fiir 4, die im
Fall Ib fur die echte und fur die unechte Streuung
mafBgeblichen Matrizen ein (vgl. Tab. 5 und 8), so fol-
gen fir die transformierten Matrizen die genannten
Ergebnisse und insbesondere (10,2).
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(wobei k=1, 2, ..., n/2). Aus (10,3) und (10,4)
folgt, daB sich die 2, durch die ; ausdriicken
lassen:

1 _ 3 _ 3 _ 1_
0.= T D21 Dokt Oty + T Oppere - (10,5)

Der Ubergang von den auf die Einzelzelle beziig-
lichen ®; zu den auf die Doppelzelle beziiglichen
0, 1aBt sich formal beschreiben als Transformation
mit der rechteckigen Matrix:
TEHTT
= Z( 1331 ) (10,6)
mit n/2 Zeilen und »n Spalten. Es sei nun (4;;) die
Kopplungsmatrix fiir die (auf die Einzelzelle be-
zogenen) Merkmale w,;. Wie wir wissen, ist sie (in
dem hier betrachteten Fall IIb) von der allgemei-
nen Gestalt:

A B C
A=l ¢ 3% % % ¢ 107
M- €2 4 5 ¢ ] aop

Die auf die neuen Merkmale £, beziigliche Kopp-
lungsmatrix ergibt sich daraus durch die Trans-

formation 7'(4;,)7 mit 7" nach (10,6). Fiithrt man
diese Transformation aus, so zeigt es sich, dafl die
transformierte Kopplungsmatrix (abgesehen von
der auf die Hilfte verminderten Dimensionszahl)
von der gleichen allgemeinen Gestalt ist wie (10,7),
wobei an Stelle von 4, B, C die GréBen 4’, B, ("
auftreten:

5 3
A ——‘4—A—f—TB+TO, (10,8&)
3 5
B =24+ B+ (10,8b)
1 3
und C = 5T B+ £y C. (10,8¢)

Wir stellen nun die Frage, unter welchen Be-
dingungen die Konstanten 4’, B’ und ¢" zu 4, B
und C proportional sind, d.h. 4’=14, B'=1B
und ¢’ =)0 gilt. Dies fithrt mit (10,8a, b und c)
auf eine Sidkulargleichung dritten Grades fiir 4, als
deren drei Losungen man erhéilt:

2=2, 1/2und1/8. (10,9)

Fiir die zugehorigen drei Eigenlosungen (4, B, C)
ergibt sich:

A 66 A 6 A 6
(B :(26), B) :(_2) und (B) :(_4).
C/, 1 Cly2 \—1 Cls 1

(10,10)
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Der Vergleich mit den Tab. 5 und 8 (fiir den Fall
IIDb) zeigt, daBl die Eigenlosung zum Eigenwert 2
der Kopplungsmatrix fiir die echte Streuung und
diejenige zum Eigenwert 1/8 der Kopplungsmatrix
fir die unechte Streuung entspricht. Die Eigen-
werte 2 bzw. 1/8 selbst entsprechen dabei der Er-
setzung von s durch 2s im Vorfaktor von 4% bzw.
A" in (9,14c). Auch bei Mitberiicksichtigung der
MeBfehler-Statistik ist der Faktor 1/8 vor 4% ge-
rade der richtige, den man sinngeméal} erwarten
mufl: er entspricht im zweiten Gliede rechts in
(9,26 b) zugleich der Ersetzung s—2s und m—2m.
Durch die letztere Ersetzung wird der Tatsache
Rechnung getragen, dal gemif (10,3) jeder Zah-
lenwert Y, auf doppelt so vielen Messungen basiert
als jedes y,.

Aus den voranstehenden Betrachtungen kénnen
wir folgern: Die Verteilungsfunktion fiir die =
Merkmale w;, bezogen auf die Zell-Lénge s, enthdlt
tn sich (u. a.) die Verteilungsfunktion fiir die n/2
GroBen 0,, bezogen auf die doppelte Zell-Linge
2s. Sie enthilt aber tatsichlich mehr, d. h. durch
die » GréBen w; wird eine gréfere Informations-
moglichkeit vermittelt, als durch die halb so grofle
Anzahl der Q,. Dies gilt auch dann, wenn der Ein-
fluBl der unechten Streuung fiir jede einzelne der
GroBen w, unerwiinscht grof3 ist; vielmehr wird
der dadurch bedingte Nachteil durch die exakte
Beriicksichtigung der statistischen Kopplung der
w; untereinander wieder wettgemacht. Zur Er-
zielung einer moglichst groBen Information iiber
die Eigenschaften des Teilchens, das die Spur er-
zeugt hat (d. h. z. B. einer moglichst grolen Ge-
nauigkeit in der Bestimmung von dessen Energie),
ist es daher wiinschenswert, die Zell-Léinge s mog-
lichst klein und die Anzahl der Zellen entsprechend
grof} zu wahlen. Freilich wird, wenn man zu immer
kleinerer und kleinerer Zell-Lénge iibergeht, der
dabei erzielte Gewinn an Informationsméglichkeit
schlieBlich nicht mehr der Vermehrung der Anzahl
n von Merkmalen entsprechen, vielmehr wird in
dieser Hinsicht eine Art von Sattigung eintreten.
Ferner ist zu beachten, daB fiir die Wahl der Zell-
Lange s durch andere Bedingungen eine untere
Grenze gesetzt ist, so vor allem dadurch, daf} die
Anzahl der geschwirzten Korner pro Zelle nicht
zu klein sein soll (vgl. § 9). (Auch die Giiltigkeits-
bedingung fiir die Theorie der Vielfach-Streuung
wirkt in gleichem Sinne, doch wiirde diese Be-
dingung im Fall der photographischen Platte erst
bei extrem kleinen und praktisch nicht in Betracht
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kommenden Zell-Langen von der GréBenordnung
eines Mikron eine Rolle spielen.)

Es erhebt sich nun die Frage, ob die obigen, fiir
den Fall IIb gezogenen Schliisse sich auf den
Fall Ib iibertragen lassen. Diese Frage mul} ver-
neint werden; denn es ist nicht moglich, den
Winkel f, den die einer Doppelzelle (der Linge 2s)
angepallte beste Gerade mit einer Bezugsgeraden
bildet, allein durch die Winkel 8, und p, der den
beiden Teil-Zellen (der Lange s) angepafiten besten
Geraden auszudriicken. Vielmehr kann man zeigen,
daf gilt:

- g I - 3 _

wobei y; und 7, die auf die gleiche Bezugsgerade
bezogenen Schwerpunktskoordinaten der beiden
Teilzellen sind. Damit hingt zusammen (vgl. §11),
dafl es im Fall 1b eine optimale Zell-Linge
gibt; wird diese unterschritten, so wirkt sich der
wachsende Einflull der unechten Streuung in stér-
kerem MafBe schiadlich aus, als dies durch den Ge-
winn infolge der wachsenden Anzahl » von Merk-
malen ausgeglichen werden kénnte. — Wohl aber
lassen sich die obigen Schliisse auf den Fall IIIb,
in dem Winkel bester Geraden und Schwerpunkts-
koordinaten zugleich gemessen und verwertet wer-
den, iibertragen.

Damit sind wir auch in der Lage, die erste der
zu Beginn dieses Paragraphen aufgeworfenen Fra-
gen: ,,Welche Groflen soll man messen ?* folgen-
dermaflen zu beantworten: Vom Standpunkt der
groBtmoglichen Information aus ist der Fall IIIb
(Schwerpunktskoordinaten und Winkel bester Ge-
raden) am giinstigsten. Praktisch kommt dieser
Fall freilich — wegen seiner mefitechnischen und
rechnerischen Umstidndlichkeit — nur zur Aus-
wertung sehr kurzer Spuren mit geringer Zellen-
Zahl in Betracht. Immer sonst ist der Fall IIb
(Schwerpunktskoordinaten) am giinstigsten.

§ 11. Auswertung der Meflergebnisse

Bisher haben wir — unter der Voraussetzung, daf3
die Teilchen-Eigenschaften wie Masse, Ladung und
Energie bekannt sind — die Wahrscheinlichkeit
f(ay, @, ..., x,) do, da, . ..dx, dafir betrachtet,
dafl MeBwerte fiir die ,,Merkmale‘* bei z; innerhalb
der Intervalle dx; gefunden werden. Die Vertei-
lungsfunktion f(a,, 2,, . .., x,) hingt dabei nach
(7,4) von der (als MaBeinheit fiir die «; fungieren-
den) GréBe z, sowie von den Koeffizienten a7}, und
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der GroéBe D, als Parametern ab, und in diesen
Parametern — insbesondere in z, — steckt die Ab-
hangigkeit von den Teilchen-Eigenschaften. Fiir ,
koénnen wir dabei zur Abkiirzung nach (9,15)
setzen:

2?2 = x,2 + x,2 (11,1)
mit

z2=y,/2Bs A (11,2a)
und

.2 = (62d/s%) AW, (I1,2b)

Wir werden im folgenden zunéchst den einfachen
Fall behandeln, daBl der Einfluf der unechten
Streuung vernachlissigbar klein ist, so daf} in
(11,1) 22 =0 gesetzt werden kann. Ebenfalls ist
dann das zweite Glied im Zahler von (9,16) zu
streichen, womit a,;,, — und somit auch die in (7,4)
auftretenden Parameter D, und a;}c — ihre fiir die
echte Streuung mafgeblichen konstanten Werte
annehmen. Der einzige von den Teilchen-Eigen-
schaften abhéngige Parameter in (7,4) ist also in
diesem Falle die GroBe x,=x,. Zur Vereinfachung
der Sprechweise werden wir im folgenden nur von
der Energie E als der uns interessierenden Teil-
chen-Eigenschaft reden (iiber Masse und Ladung
kénnen notfalls unter Mitberiicksichtigung der
Korndichte Aussagen gemacht werden), sowie spe-
ziell die (fiir gentigend groBe Energie giiltige) Glei-
chung verwenden:

z, = CVs/E. (11,3)
(Allgemeiner hitte hier pv statt B zu stehen; C ist
die fiir die Streuung mafgebliche Konstante.)
— Die Abhéingigkeit der Verteilungsfunktion f(x,,
Zy, . . . &,) vom Parameter £ werden wir im folgen-
den gelegentlich mit im Argument anmerken, also
schreiben: f(E; z;, @, . . . Z,).

Wir wollen nun die bisherige Fragestellung um-
kehren und annehmen, daf3 feste, durch Messung
an einer speziellen Spur gewonnene Werte z,, @,
..., &, der Merkmale vorliegen. Auf Grund dieser
Daten soll die Energie £ (allgemeiner: die Teil-
chen-Eigenschaften) ermittelt — bzw. genauer ge-
sagt — eine moglichst genaue statistische Aus-
sage iiber die Energie £ gemacht werden. — Im
allgemeinen wird nun bereits ,,a priori®, d. h. vor
Auswertung des speziellen MeBergebnisses eine ge-
wisse — meist noch sehr grobe — statistische Aus-
sage iiber die Energie des Teilchens moglich sein,
und zwar allein auf Grund der Tatsache, daBl die
spezielle betrachtete Spur in eine grolere Klasse
dhnlicher Spuren hineingehort, iiber deren Energie-
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Spektrum bereits etwas bekannt ist. So z. B. kann
es sich um die Spur eines ,,Schauer-Teilchens‘
handeln, d. h. eine solche mit nahezu minimaler
Korndichte, die aus einem ,,Stern‘‘ stammt. Das
Energie-Spektrum der Gesamtheit der ,,Schauer-
Teilchen‘ wird bereits aus einer mehr oder minder
grofen Anzahl fritherer Messungen an &dhnlichen
Spuren mehr oder minder genau bekannt sein und
mag z. B. durch ein Potenzgesetz:

G (E)dE = const - E—7 dE (11,4)

mit (in dem in Betracht kommenden Energiebe-
reich) festem Exponenten y wiedergegeben wer-
den. Dieses Spektrum (11,4) dient uns dann als
,»A-priori-Wahrscheinlichkeit‘ und beschreibt die-
jenige statistische Kenntnis von der Energie des
Teilchens, die wir bereits vor Auswertung der spe-
ziellen MeBwerte z,, ..., x, besitzen. — Die ,a
posteriori®, d. h. durch Beriicksichtigung des Mef3-
ergebnisses z;, @,, . . ., z, fiir unser spezielles Teil-
chen verfeinerte Kenntnis der Energie moge nun
beschrieben werden durch eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung F () dE, die die Antwort gibt auf
die Frage, wie wahrscheinlich es ist, daf} eine Spur,
an der bestimmte MeBwerte x,, . . ., z, der Merk-
male gefunden wurden, erzeugt wurde von einem
Teilchen, dessen Energie im Intervall dE bei E
lag. (Genau genommen sollte im Argument von
F (E) die Abhingigkeit von den Parametern z,,
..., %, mit angemerkt werden, wovon wir der
Ubersichtlichkeit halber absehen.) Wir behaupten
nun: die gesuchte ,,A-posteriori-Wahrscheinlich-
keit* ist gegeben durch:

F(E)dE = [ (E; a,,a,, ..., x,) G (E)dE, (11,5)

wobei f(E; x,, ,, . . ., x,) die bereits oben betrach-
tete Verteilungsfunktion ist. GI. (11,5) ist in dem
Sinne zu verstehen, dafl sowohl G (E) wie F(E)
relative oder wun-normierte Wahrscheinlichkeits-
Dichten bedeuten, die nur bis auf einen konstanten
Faktor definiert sind. (Es ist also bei der Bildung
von Mittelwerten usw. stets noch durch das Nor-
mierungs-Integral zu dividieren, also z. B.: E=
[F(EYEJE/[F(E)dE.) Um dies einzusehen, be-
trachten wir (als Beispiel) wiederum die Gesamt-
heit der ,,Schauer-Teilchen‘‘. Unter diesen befindet

1
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sich eine Teil-Gesamtheit der relativen Anzahl
G (E) dE mit einer Energie in dZ bei £. Von dieser
Teil-Gesamtheit wird wiederum ein gewisser Bruch-
teil Spuren mit Merkmal-Werten bei z,, ..., z,
innerhalb dz, . . . dz, erzeugen, und zwar ist dieser
Bruchteil nach dem obigen f(¥; z,, . . ., z,) 0z, . . .
oxz,. Diejenige Teil-Gesamtheit von ,,Schauer-Teil-
chen®, die eine Energie bei £ in dE haben und
Spuren mit Merkmal-Werten bei z; in dx; erzeugen,
ist also gegeben durch das Produkt: f (E; «,, . . ., x,)
0x,...0x," G(E) dE. Betrachten wir in diesem
Ausdruck E als variabel und die z; als konstant
(sowie die Intervalle dx; als beliebig klein aber
endlich), so folgt unsere Gl. (11,5) —abgesehen von
dem konstanten Faktor dz; ... dx,. Dieser kann
weggelassen werden (er wiirde z. B. bei der Bildung
von Mittelwerten beziiglich £ herausfallen), da wir
hier mit un-normierten Wahrscheinlichkeiten ope-
rieren.

Wir wenden uns nun der Auswertung von (11,5)
fiir den Fall zu, daB nur echte Streuung vorliegt.
Wir kénnen in diesem Fall in (7,4) x, durch z, er-
setzen und die Variable 1/z,, die nach (11,3) (bei
geniigend groBer Energie) zu E proportional ist,
an Stelle von E als Variable verwenden. Fiir die
A-priori-Wahrscheinlichkeit (die jetzt kurz mit d@
bezeichnet sei) konnen wir daher nach (11,4)
setzen: dG=z,” d(1/z,). Damit und mit (7,4) folgt
fiir die (kurz mit d¥ bezeichnete) Wahrscheinlich-
keit (11,5) unter Weglassung unwesentlicher kon-
stanter Faktoren und unter Benutzung des mit
Hilfe der MeBwerte x; zu bildenden Ausdrucks @
nach (8,1):

dF == (L)n Ce—Qlze d (L) .

- = (11,6)
Diese Verteilungsfunktion besitzt (sofern n grol3
genug ist) ein steiles Maximum, und es wird daher
geniigen, sie durch einen geeigneten mittleren oder
wahrscheinlichen Wert von 1/x,, den wir als das
MeBergebnis betrachten — ergianzt durch die An-
gabe der Schwankungsbreite, die die Grenzen der
MefBigenauigkeit angibt —, zu charakterisieren. So
z. B. konnen wir als MeBwert von 1/z, (der nach
(11,3) mit dem MeBwert von £ verkniipft ist) den
gewohnlichen Mittelwert (1/x,) verwenden:

F_ (L= Lz= g
CVs w,] — ~ JdF

=)

) [eoni

~ 50 (11,7
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Die letzte (niherungsweise) Gleichung in (11,7) folgt dabei unter Verwendung des (fiir unsere Zwecke
ausreichenden) ersten Gliedes der asymptotischen Entwicklung:

x!

1/2

9/8 153/16

~3|ee+ 0+

(=)

dax+1)

]1/2

@zt 1P " @et+lp (11,5)

Es liegt nun keinerlei Grund vor, als MeBwert 1/x, an Stelle des Mittelwertes 1/z, nicht genau so gut
den reziproken Wert des Mittelwertes z, zu verwenden. In diesem Falle erhdlt man an Stelle von (11,7):

P | 1
E @)=Y _ gan =) N[”—V—T ]1/2 (11,7)
ofs =W = To ap (== L 2@ ' ’

Da (11,7) und (11,7") vollig gleichberechtigt sind,
wihlen wir als geeignetsten ,,MeBwert” 1/x, den
etwa in der Mitte zwischen beiden liegenden

E 1 n—y |1/2
CVs =z, | 2Q :

Als geeignetes Maf3 fiir die Schwankung ¢ (1/z,)
haben wir sinngeméa 3 die Wurzel aus dem mittleren
Quadrat der Abweichung von dem ,,MeBwert*‘ 1/x,
zu nehmen; dies ergibt nach leichter Rechnung

L. (L) - ([( n—y )1/2_ 1 ]2)”2= Lon
CVs 2, 2Q x, 2
(11,10)
[wobei 1/xz,” — zum Unterschied von dem ,,MeB-
wert“ 1/x, nach (11,9) — den gemi8 (11,6) variab-
len Wert bedeutet]. Fiir die relative Schwankung,
d. h. den Quotienten von (11,10) und (11,9), folgt

somit :
OE o (1)x,) [ 1 ]1/2
E  (lz,) | 2n—yp) ’

Man zeigt tibrigens leicht, dafl die Wahrscheinlich-
keitsdichte beziiglich 1/z,” nach (11,6) gerade an
der durch (11,9) gegebenen Stelle ihr Maximum
besitzt und dort durch eine Gauf-Funktion mit
der Schwankungsbreite (11,10) am besten ange-
nahert wird. Dies wird uns die Berechtigung geben,
in den folgenden komplizierteren Féllen eine Sat-
telpunktsmethode fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte beziiglich 1/x,” zugrunde zu legen. (Es ist
dies insofern nicht selbstverstiandlich, als z. B. die
Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich x,” von der
beziiglich 1/x,” um den Faktor x,’? verschieden ist
und daher ihr Maximum an einer etwas anderen
Stelle hat!?.)

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, daf3 die un-
echte Streu}lng nicht vernachlissigt werden darf.

(11,9)

(11,11)

17 Anm. b. d. Korr.: Die hier geschilderte Methode
ist im wesentlichen identisch mit der in der Literatur
als ,,method of maximum likelihood‘‘ bekannten. Vgl.:

Wir haben dann zwischen den Groflen x,’> und
rlt=2,2+2z,.2[vgl. (11,1) und (11,2)] zu unterschei-
den. [Mit x,” bezeichnen wir — wie bereits oben —
den variablen Wert der Gré8e (11,2a), wihrend z,
den zu bestimmenden MeBwert bedeuten soll.] Die
aus gegebenen MeBwerten der Merkmale folgende
Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Variablen 1/z,’
lautet daher jetzt an Stelle der fritheren GI. (11,6):

dF = (7 [xy") D72 9% d (1/x,) . (11,12)

Der aus (7,4) stammende Faktor D;1/2 darf jetzt
[im Gegensatz zu (11,6)] nicht fortgelassen werden,
da er — ebenso wie auch die Grée  — von dem
Verhiltnis zwischen den GréfBlen z,2 und z,’? ab-
hiangt. ZweckmaBig fithren wir den Parameter

(11,13)
ein. Mit Hilfe dieses Parameters kann die redu-

zierte Kopplungsmatrix a,, nach (9,16) folgender-
maBen ausgedriickt werden:

2/ 12
o=,

(e) (u)

ag= SETESE (11,14)
woraus die Abhangigkeit der Determinante D, =
Det (a;;) und der Reziproken a7; vom Parameter
w folgt. Im Anhang sind die GréBen D, und die
zur Berechnung der (aus den gemessenen Merkmal-
Werten zu bildenden) quadratischen Form @ er-
forderlichen HilfsgroBen [vgl. (8,6) bis (8,8) fiir
den Fall Ib sowie (8,18) bis (8,21) fiir den Fall
11b] als Funktionen des Parameters u tabuliert. —
Es ist nun zu beachten, dall die Grofle x,* eine
Konstante ist, deren Wert (aus der gewéhlten Zell-
Lange s, dem gemessenen mittleren Kornabstand d
und der Plattenkonstante d) vorweg bestimmt wer-
den kann. ZweckmiBig kann man daher an Stelle

der Variablen 1/x,” den Parameter y nach (11,13)

Harald Cramér, Mathematical Methods of Statistics,
Princeton University Press (1946).
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als Variable in (11,12) verwenden. Dabei diirfen
wir zur Vereinfachung eine passende Potenz von
x, zu (11,12) als Faktor hinzufiigen. Wir kénnen
dann statt (11,12) schreiben:

dF = e " dpu (11,12")
. Q) n 1
mit vy (/‘) =T z2 ut1 +—2—IDD”(IM)
1
+45In "Z + 2. (11,15)

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte
e¥™ in der Umgebung ihres Maximums durch
eine GauB-Funktion anndhern, aus deren Lage und
Breite wir den MeBwert und die Schwankungs-
breite der Grofe p bzw. 1/x, ermitteln. Anders
ausgedriickt haben wir also die Funktion v nach
(11,15) in der Umgebung ihres Minimums durch
eine Parabel anzundhern gemal3:

W (1) = (1 — 1o)*/uy (11,16)
Der MeBwert und die relative Fehlerbreite fiir 1/z,
folgen dann aus den beiden Parametern in (11,16).
E 1

Ho

T == nf (11,17)
SE (1)
und CTs —é(xe)— e (11,18)

Fiir die relative (Fehler-) Schwankungsbreite folgt
daraus
oK [t}

E 202y
Zur Bestimmung der beiden Konstanten y, und
kann natiirlich ein analytisches Verfahren verwen-
det werden. Dies wiirde aber die Tabulierung bzw.
die jedesmalige Berechnung der ersten und zweiten
Ableitung der Gréflen D, und @ nach dem Para-
meter u erforderlich machen und wiirde im ganzen
sehr umstéandlich werden. Viel bequemer wird es
sein, ein direktes numerisches Verfahren zu ver-
wenden, darin bestehend, dafl man einige Punkte
der Funktion v (u) nach (11,15) direkt berechnet.
Es geniigt, drei Punkte in der Umgebung des Mini-
mums zu kennen, um die Konstanten in (11,16)
bestimmen zu kénnen. (Praktisch wird man sich
diese Arbeit ein fiir allemal so weit vorbereiten
konnen, dal es im wesentlichen nur noch auf die
Berechnung einiger Werte ¢ (1) ankommt.)

Wir miissen noch darauf eingehen, wie man ver-
fahren soll, wenn Einzelstreuwinkel, d. h. einzelne
ausgeprigte Knicke der Spur auftreten. In diesem
Fall bleibt vorerst nichts anderes iibrig, als das
iibliche ,,Abschneide-Verfahren“ zu verwenden.

(11,18")
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Mége z. B. ein solcher Winkel auftreten, so dafl die
Spur in zwei Teilspuren mit den Dimensionszahlen
n’ und n’’ zerfillt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir 1/z,’ [(11,6) bzw. (11,12)] ist dann das Produkt
bzw. die Funktion y nach (11,12’) die Summe der
fiir die beiden Teilspuren giiltigen Ausdriicke mit
dem Unterschied, daB der von der A-priori-Wahr-
scheinlichkeit herrithrende Term nur einmal auf-
treten darf.

§ 12. Spur unter dem Einflul von Streuung
und magnetischer Ablenkung

Groetzinger und Mitarbb.? haben in einer in-
teressanten Arbeit den kombinierten Einflull der
Vielfachstreuung und der magnetischen Ablenkung
auf Teilchen-Spuren in der Nebelkammer unter-
sucht. Die Verfasser verwenden — ganz analog dem
hier behandelten, zur Untersuchung der Streuung
von Platten-Spuren iiblichen Verfahren eine Ein-
teilung der Spur in Zellen gleicher Lange. Durch
gesonderte statistische Analyse einerseits des Mit-
telwertes und andererseits der Schwankung der
Winkeldnderungen von Zelle zu Zelle gelingt es
ihnen, den Einflul des Magnetfeldes einerseits und
der Vielfachstreuung andererseits zu trennen. Dar-
aus ergibt sich die Moglichkeit, in giinstigen Fallen
zwei Teilchen-Eigenschaften (Masse und Energie)
zu bestimmen. In anderen Féllen (insbesondere bei
bekannter Masse) ergénzen sich die auf den beiden
Ursachen beruhenden Informationsquellen, und je
nach den besonderen Umstédnden iiberwiegt die
eine oder die andere derselben in ihrem Wert. Die
genannten Verfasser benutzen als ,,Merkmale

‘speziell die Winkel o; zwischen den Sehnen be-

nachbarter Zellen, entsprechend unserem Fall ITa,
wobei sie allerdings die statistische Kopplung der
; untereinander vernachléssigen.

Wir wollen nun kurz zeigen, wie das in dieser
Arbeit behandelte Verfahren zur Auswertung der
Streuung — also unter Mit-Beriicksichtigung der
statistischen Kopplung zwischen den Merkmalen
— auf den von Groetzinger und Mitarbb. behan-
delten Fall des gleichzeitigen Bestehens einer mag-
netischen Ablenkung iibertragen werden kann.
Dabei gehen wir analog vor wie in dem bisher be-
handelten Fall der Streuung allein, d. h. wir be-
trachten zunidchst die Teilchen-Eigenschaften
(Masse, Ladung, Energie) als gegeben und fragen
nach der unter dieser Voraussetzung bestehenden
Wahrscheinlichkeits-Verteilung fiir die Merkmale
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z;. Diese Wahrscheinlichkeits-Verteilung bezeich-
nen wir — unter der speziellen Annahme, daf} die
Masse M und die Energie £ die beiden Teilchen-
Eigenschaften sind, fiir die wir uns interessieren —
mit

fM; E; 2, ,, ..

o y)de de, ..o de, . (12,1)

Sind nun bestimmte Werte z;, «,, . . ., ¥, gemessen
worden, so hat man diese in die Funktion f in
(12,1) einzusetzen und dieses f mit den A-priori-
Wahrscheinlichkeiten G (E) dE und G (M) dM [oder
allgemeiner: mit der zwei-parametrigen A-priori-
Wahrscheinlichkeit G (E,M) dE dM)] zu multipli-
zieren und erhalt so die (un-normierte) Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl das Teilchen, an dessen
Spur die Merkmale x; gemessen wurden, eine Ener-
gie £ und eine Masse M innerhalb der Intervalle
dE bzw. dM hatte. [Beziiglich der Wahl der A-
priori-Wahrscheinlichkeit G (M) dM fiir die Masse
sei nur erwahnt, dafl man diese entweder aus diskre-
ten, -Funktions-formigen Anteilen mit den Spit-
zen bei den bekannten Massen zusammensetzen,
oder aber kontinuierlich wiahlen kann, je nachdem
es sich nur darum handelt, zwischen verschiedenen
bekannten Massen zu unterscheiden, oder aber eine
noch unbekannte neue Masse zu bestimmen. Wir
betrachten im folgenden die A-priori-Wahrschein-
lichkeit beziiglich M als kontinuierlich, ohne néher
auf ihre Gestalt einzugehen, und bemerken nur
noch, daf} die spezielle Wahl der A-priori-Wahr-
scheinlichkeit meist nur einen sehr geringen Ein-
flufl hat, wenn nur die Dimensionszahl n grof} ge-
nug ist.] Die Bestimmung der Energie £ und der
Masse M sowie der zugehorigen Genauigkeitsgren-
zen hat also nun so zu geschehen, dal man die
Lage und die (Schwankungs-) Breiten der Funk-
tion

FM,E)=f(M; E; x,,,...z,) GM)GE)
(12,2)
beziiglich M und £ bestimmt.

Zweckméfig wird man nun nicht M und Z selbst,
sondern zwei andere Groflen, aus denen M und E
berechnet werden konnen, als Variable wihlen, und
zwar die fiir die Streuung mafgebliche Grofle z,
nach (11,2a) — oder besser: 1/x, —, fiir die man

jetzt die gegeniiber (11,3) genauere Beziehung
1 pv

z; = CVs

zu verwenden hat, und die magnetische Ablenkung
pro Zell-Lange s

(12,3)

G. MOLIERE

8 sHe

O =—— =

e (12,4)

[vgl.® Gl. (6a)]. Die Verteilungsfunktion fiir die
Merkmale bei gegebenen Werten der Parameter
(12,3) und (12,4) 1aBt sich nun ohne weiteres an-
geben: sie ist von der Gestalt (7,4) [mit x, nach
(11,1)] mit dem Unterschied, daBl im Exponenten
die Merkmale z; zu ersetzen sind durch (z;—a,,)
mit a,, nach (12,4). [Die z; sind nach der Seite po-
sitiv zu zédhlen, nach der die magnetische Ablen-
kung erfolgt; die Differenzen (x; —a,,) sind die
allein auf Streuung beruhenden Anteile der Merk-
male.] Zur Bestimmung der MeBwerte und Fehler-
breiten von 1/z, und «,, hat man nun fiir einige
Werte a,, die Grolle

Q = E% (X:,lc (xi_a'm) (xk_am)

zu berechnen. Soll die unechte Streuung mit-be-
riicksichtigt werden, so ist @ zugleich eine Funk-
tion des Parameters x nach (11,13), der dann
zweckmafBig als Variable an Stelle von 1/z, ver-
wendet wird. MeBwerte, Fehlerbreiten und zu-
gleich die Korrelation der Gréfen x und «,, er-
geben sich dann aus dem elliptischen Paraboloid,
das an die Funktion y nach (11,15) [die vermége
@ nun auch von «, abhédngt und evtl. durch ein
Glied —InG(«,,) zu erginzen ist] in ihrem Mini-
mum angepalt werden kann. Liegt nur echte
Strenung vor, so vereinfacht sich das Verfahren
durch Verwendung der Formeln (11,9) und (11,10),
worauf wir hier nicht naher eingehen.

(12,5)

§ 13. Praktisch-numerische Methoden
zur Berechnung von Q

Im vorliegenden Paragraphen sollen bequeme
praktische Methoden zur Berechnung der quadra-
tischen Form @ nach (8,1) aus den gemessenen
Merkmal-Werten entwickelt werden. Wir wenden
uns dabei zunidchst den Féllen Ib und ITa zu, ent-
sprechend der Wahl der ,,Winkel zwischen besten
Geraden‘* a; bzw. der Sehnenwinkel w; als Merk-
male. Die reduzierte Kopplungsmatrix hat in die-
sen Fillen die einfache Gestalt (8,2) und hingt so-
mit nur von dem einen Parameter ¢ (=A4,,/4,,) ab.
Dieser hat im Falle ITa den Wert 1/4 (vgl. Tab. 5);
im Falle Ib, in dem wir das Zusammenwirken von
echter und unechter Streuung beriicksichtigen,
hangt er von dem Parameter x4 nach (11,13) ab,
und zwar folgt nach (11,14) mit den betreffenden
Zahlen in Tab. 5 und 8:
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2 _ 1,
_ B2 2
o= 2. (13,1)

In Tab. 9 ist hiernach ¢ als Funktion von u tabu-
liert. — Wir bemerken nun, da3 die Gréen D,
nach (8,4) nur von dem Parameter ¢* abhéngen,
der nach (13,1) auf den Bereich 0 <&2<1/4 be-
schrankt ist. In diesem Bereich verhalten sich die
Losungen von (8,4) (bei festem &2 als Funktion des
Index » betrachtet) mit wachsendem n exponen-
tiell abfallend, und zwar lautet die explizite Lo-
sung der Differenzgleichung (8,4) unter Beach-
tung der Anfangsbedingung D,=D,=1 fiir den
Bereich ¢2<1/4 und mit Benutzung der Abkiir-
zung

q=11—4e: (13,2)

(R

oder auch
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mit den (mit wachsendem » rasch gegen Eins
gehenden) ,,Korrektur-Faktoren‘

1—q n+1
K"=l—(l+q) (13,4)
Man tiberzeugt sich leicht, daf3 (13,3) mit der Poly-
nom-Darstellung (8,5) iibereinstimmt. — Zur Er-

ginzung sei hier noch die fiir den Grenzfall 2=1/4
(d. h. fiir rein-unechte Streuung) giiltige Formel
angegeben:

D,=(n+1)2" (&=1/4). (13,3”)

Geht man mit dem Ausdruck (13,3’) fiir die D,
in Gl. (8,6) fiir die aj; ein, so folgt (unter der An-
nahme, daBl £ >7):

5 Y —2e\k—i 1 7
" T ‘q—Ki—lKn—k,Kn-

(13,5)

Um nun aus den gemessenen Merkmal-Werten z;,
%, . . ., Z, die quadratische Form ¢ zu berechnen,
geht man am bequemsten so vor, dafl man zu-

1 (14 g\nt1 .. nichst mit Hilfe der Korrekturfaktoren (13,4) die
Ay = q 2 ) Ky, (I3.3) " wei Serien korrigierter Merkmale
_ — 2¢ 1—g¢q ) — 2¢ 1—gq
1 1
¥ ¢ ¥ 1+gq 1+q # ¢ ? 1+g 1+q
0,00 + 0,17308| 1,0659 |—0,17860| 0,0319 0,32 |+ 0,00991| 1,0002 —0,00991| 0,0001
0,01 + 0,16641| 1,0604 |[—0,17129| 0,0293 0,33 |+ 0,00607| 1,00010 [—0,00607| 0,00005
0,02 + 0,159881 1,0554 |—0,16418| 0,0270 0,34 |+ 0,00230| 1,00005 |—0,00230| 0,00003
0,03 + 0,15348 | 1,0508 |—0,15728 | 0,0247 0,35 |—0,00142| 1,00000 [+ 0,00071| 0,00000
0,04 +0,14719| 1,0464 |—0,15059 | 0,0227 0,36 |—0,00509| 1,00005 |-+ 0,00255| 0,00003
0,05 +0,14103| 1,0423 |—0,14395| 0,0207 0,37 |—0,00870| 1,00015 |+ 0,00870| 0,00008
0,06 + 0,13498 | 1,0385 |—0,13753| 0,0189 0,38 |—0,01226| 1,0003 + 0,01227| 0,00015
0,07 +0,12905| 1,0351 |—0,13128| 0,0172 0,39 | —0,01577| 1,0005 +0,01578| 0,00025
0,08 4+ 0,12322| 1,0318 |—0,12515| 0,0156 0,40 |—0,01923| 1,00075 |-+ 0,01924| 0,0004
0,09 +0,11750| 1,0288 |—0,11917| 0,0142 0,45 |—0,03581| 1,00255 |+ 0,03586| 0,0013
0,10 +0,11189| 1,0261 |—0,11342| 0,0129 0,50 |—0,05128| 1,0053 + 0,05142| 0,0026
0,11 + 0,10638| 1,0234 |—0,10761| 0,0116 0,55 | —0,06576| 1,0088 + 0,06604 | 0,0044
0,12 + 0,10096| 1,0270 |—0,10201| 0,0104 0,60 |—0,07923| 1,0128 + 0,07983| 0,0064
0,13 |4 0,09564| 1,0188 |—0,09654| 0,0093 0,65 |—0,09208| 1,0174 + 0,09287 | 0,0086
0,14 + 0,09042| 1,0168 |—0,09117| 0,0083 0,70 |—0,10407| 1,0224 + 0,10523| 0,0111
0,15 |+ 0,08528| 1,0149 |—0,08591| 0,0074 0,75 |—0,11538| 1,0278 + 0,11696 | 0,0173
0,16 +0,08024 | 1,0130 |—0,08076| 0,0065 0,80 | —0,12607| 1,0334 + 0,12814 | 0,0164
0,17 +0,07528| 1,0115 |—0,07571| 0,0057 0,85 | —0,13617| 1,0393 + 0,13880| 0,0193
0,18 +0,07040| 1,0101 |—0,07076 | 0,0050 0,90 | —0,14575| 1,0454 + 0,14898| 0,0222
0,19 + 0,06561| 1,0087 |—0,06590 | 0,0043 0,95 | —0,15483| 1,0517 + 0,15873| 0,0252
0,20 [+ 0,06090| 1,0075 |—0,06112| 0,0037 1,00 | —0,16346| 1,0581 + 0,16808 | 0,0283
0,21 + 0,05626| 1,0064 |—0,05644| 0,0032 2,00 | —0,27564| 1,1986 -+ 0,30054 | 0,0903
0,22 +0,05170| 1,0054 |—0,05313| 0,0027 3,00 |—0,23173| 1,3365 + 0,37951| 0,1440
0,23 |+ 0,04722| 1,0045 |—0,04732| 0,0023 4,00 |—0,36538| 1,4648 4 0,43428| 0,1886
0,24 + 0,04280| 1,0037 |—0,04288| 0,0019 5,00 | —0,38782| 1,5843 + 0,47500| 0,2261
0,25 +0,03862| 1,0030 |—0,03852| 0,0015 10,00 |—0,43887| 2,087 +0,59323 | 0,3519
0,26 + 0,03419| 1,0024 |—0,03423| 0,0012 20,00 |—0,46795| 2,839 +0,69213| 0,4791
0,27 +0,02998 | 1,0022 |—0,03001| 0,0011 30,00 |—0,47829| 3,431 + 0,74067 | 0,5486
0,28 |+ 0,02584| 1,0013 |—0,02586 | 0,0007 40,00 | —0,48358| 3,934 +0,77114| 0,5946
0,29 |+ 0,02177| 1,0009 |—0,02178| 0,0005 50,00 |—0,48680| 4,381 + 0,79267 | 0,6283
0,30 + 0,01775| 1,0006 |—0,01776| 0,0003 100,00 | —0,49827 12,026 0,92008 | 0,8465
A8l (0003801 LOO0L |—0.01360| Q0002 g ryte.] 0,85 1,1547 | —0,26795] 0,0718

Tab. 9. Die Koeffizienten zur Berechnung von @ im Fall Ib als Funktionen des Parameters.
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' =Kyz, v, =K, x,...,2,, =K, x, (13,6a)
und
2 =K; @0 =Ky g%, .25 Ky, (13,6b)

bildet. Mit deren Hilfe driickt sich dann @ in der
einfachen Form aus:

’

1
Q= Py {(xl’ o Fx @+ T3 2,)

—2¢
+2 (T_}_—q—) (o 2" +x 23 + ...+ 20" 2,")

£ \2
+2(1+q) (o 2" + 2 2 ...+ 2, 2,)

+............}.(13,7)

Die dafiir nétigen Zahlkoeffizienten, insbesondere
1/q und (—2¢)/(1+ q) sowie die zur Bestimmung
der K, nach (13,4) benétigten (1—gq)/(1+ ¢) sind
als Funktionen von x in Tab. 9 aufgefiihrt. — Bei

G. MOLIERE

In Fall ITb ist die Kopplungsmatrix a;; von der
Form (8,9), wobei die beiden Parameter ¢ und ¢
gemiB (11,14) und mit den auf den Fall IIb be-
ziiglichen Zahlen der Tab. 5 und 8 von dem Para-
meter x4 abhingen. Bei gegebenen ¢ und § folgen
die D, und F, aus den Rekursionsformeln (8,10)
und (8,12), die sich (dhnlich wie die D, im Fall Ib)
mit wachsendem 7 rasch einem exponentiellen
Grenzgesetz ndhern. Geht man mit diesen asymp-
totischen Ausdriicken der D, und F, in die For-
meln (8,18a und b) ein, so erhdlt man asymp-
totische Ausdriicke der a;}c, die nur von der Diffe-
renz k—1 abhingen [entsprechend der Formel
(13,5), wenn man dort die K simtlich=1 setzt].
In dieser asymptotischen Naherung 146t sich also
die quadratische Form @ in der einfachen Gestalt
schreiben:

grofen » erhilt man iibrigens bereits eine brauch- n n—1 n—2
bare Niherung, wenn man die K,, simtlich durch @=0Co X #°+ ) X ;%41 + 0, X & Ty + ...
Eins ersetzt. = — =1 (13,8)
" € ) C, C, C, Cy
0,0 -+ 0,39394 + 0,01515 + 1,56320 — 1,45370 + 0,63536 — 0,27355
0,1 + 0,29752 -+ 0,02273 + 1,22096 — 0,76266 + 0,18295 — 0,03900
0,2 + 0,21717 + 0,03472 + 1,10067 —0,46714 + 0,02251 + 0,02379
0,3 + 0,14918 + 0,04487 + 1,04595 — 0,29198 —0,05343 + 0,02127
0,4 + 0,09091 + 0,05357 + 1,02047 — 0,16877 — 0,09579 + 0,01750
0,5 + 0,04040 -+ 0,06111 + 1,00928 —0,07278 —0,12109 + 0,00911
1,0 —0,13636 + 0,08750 + 1,04804 + 0,24687 — 0,15622 — 0,04235
Tab. 10. Koeffizienten zur asymptotischen Berechnung von @ im Falle II b.
n p= 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1,0
1_)" 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
2 0,84481 0,91148 0,95284 0,97774 0,99174 0,99836 0,98140
3 0,69410 0,82512 0,90774 0,95547 0,98149 0,99320 0,95842
4 0,56739 0,74786 0,86476 0,93361 0,97127 0,98823 0,93554
5 0,46339 0,67793 0,82381 0,91225 0,96115 0,98308 0,91320
6 0,37839 0,61454 0,78480 0,89137 0,95114 0,97796 0,89138
F, 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,98485 0,97727 0,96528 0,95513 0,94643 0,93889 0,91250
2 0,82989 0,88927 0,91932 0,93489 0,94106 0,94099 0,90156
3 0,68152 0,80491 0,87582 0,91352 0,93107 0,93569 0,87953
4 0,55706 0,72956 0,83435 0,89262 0,92139 0,93105 0,85858
5 0,45495 0,66135 0,79484 0,87219 0,91179 0,92618 0,83807
6 0,37149 0,59951 0,75720 0,85224 0,90229 0,92135 0,81868
D, = apn; Fr = bpn.
P 0,81652 0,90651 0,95265 0,97712 0,98958 0,99497 0,97611
a 1,27682 1,10750 1,04995 1,02418 1,01281 1,00797 1,03129
b 1,25356 1,08041 1,01302 0,97921 0,96080 0,94965 0,94645

Tab. 11. Die GroBen D, und F,, fiir n=0 bis 6 und ihr asymptotisches Verhalten fiir groe n als Funktionen von p.
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Die Abweichungen von dieser asymptotischen Ge-
stalt lassen sich nach den im § 14 angegebenen
Methoden abschétzen und sind gering, sofern nur
die Dimensionszahl n nicht zu klein ist. Im allge-
meinen wird es daher vollauf geniigen, die asymp-
totische Gl. (13,8) zu verwenden, wobei die darin
auftretenden Koeffizienten C; der Tab. 10 als
Funktionen von u zu entnehmen sind. — Ist die
Dimensionszahl n klein (einige Male die Einheit)
und wiinscht man genauer zu rechnen, so hat man
auf die Formeln des § 8 zuriickzugreifen unter Be-
nutzung der genauen Zahlenwerte der D, und F,
in Tab. 11.

Es sei noch erwahnt, daf3 sich die den Fall ITb
betreffenden Rekursionsformeln (8,10) fir D,,
(8,12) fiir F,, und (8,16) fiir 4, fiir den Fall, daB
nur unechte Streuung vorliegt (also mit den Para-
meterwerten e=—2/3 und d=1/6) leicht explizit
16sen lassen, und zwar erhilt man [analog zu der
den Fall Ib betreffenden Formel (13,3") fiir D, ]

e[ ) R e

[

n+ 3 1\»
a3 e
Durch Einsetzen dieser Formeln in (8,18a und b)
folgen daraus explizite Ausdriicke fiir die a;}c, die
bei der systematischen Untersuchung von Spuren
mit rein-unechter Streuung von Nutzen sein kon-

nen.

und (13,9¢)

§ 14. Die Verwendung anderer quadratischer Formen
der Merkmale; Eliminierung bzw. Bestimmung des
Anteils der unechten Streuung

Bisher hatten wir ausschlieBllich die spezielle
quadratische Form @ (8,1) zur Auswertung der
gemessenen Merkmale z; einer Spur in Betracht
gezogen. Im Grunde genommen kann nun jede
andere quadratische Form

R =33 b x; %y
ik

mit beliebigen Koeffizienten b;; zu dem gleichen
Zwecke verwendet werden. Freilich wird — wie wir

(14,1)

18 Anm. b. d. Korr.: Es sei hier ausdriicklich fest-
gestellt, dal die diesem Paragraphen zugrunde lie-
gende Idee auf Moyal!? zurickgeht. Sie wurde dem

‘erf. vor dem Erscheinen von!? dankenswerterweise
durch miindliche Diskussionen mit Herrn B.d’Espag-
nat bekannt, die den AnlaB zum Entstehen dieses
Paragraphen gaben. Die damals von Hrn. d’Espagnat
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zeigen werden — bei der speziellen Wahl b, =a7}
das Maximum an statistischer Genauigkeit er-
reicht, und in dieser Hinsicht ist also die Verwen-
dung von @ am vorteilhaftesten. Durch spezielle
andere Wahl der Koeffizienten b,; kann jedoch
erreicht werden, die von der echten und von der
unechten Streuung herrithrenden Anteile vonein-
ander zu trennen und einzeln zu bestimmen. Es
besteht also damit die Moglichkeit, den Parameter
4 nach (11,13) in jedem Einzelfall direkt zu be-
‘stimmen. Legt man auf groBtmagliche Genauigkeit
Wert, so kann man zunéchst (unter Verzicht auf
groBte Genauigkeit) x4 bestimmen und anschlie-
Bend auf Grund des gefundenen u-Wertes die Aus-
wertung nach den Methoden der §§ 11 und 13
wiederholen.

Wir betrachten die der Verteilungsfunktion f(x,,
%y, . .., X,) zugeordnete Fourier-Transformierte

@ 2

exp [__,:_Z ;aik & fk] .
Der Mittelwert (Erwartungswert) z. B. eines Pro-
duktes x;z; (mit gegebenen Indizes 7 und k) kann
in bekannter Weise durch Differenzieren von (14,2)
nach & und &, und anschlieBendes Nullsetzen
simtlicher Argumente &; ermittelt werden und
ergibt sich somit zu (z,%/2)a,,. Fiir den Mittelwert
der quadratischen Form (14,1) folgt

_ 2.2
R:%Z Zbikaik.
T F
In der gleichen Weise kann man auch das Quadrat
der Schwankung von R ausrechnen und erhilt

R = %04 Z Z Z Z Qig by i by . (14,4)
TEFTE

(b;r und a;; konnen beide als symmetrisch ange-
nommen werden.) Die Summe in (14,3) kann als
die Spur Sp(ba) des Matrizen-Produktes ba und
die Summe in (14,4) als die Spur Sp (baba) betrach-
tet werden. Fiir das relative Schwankungsquadrat
ergibt sich somit kurz:

OR 2_ 9 Sp (abab)
"R |~ 7 [Sp(ab)p *
Wihlt man speziell b,, = a3}, so geht ab und abab

ik
in die n-dimensionale Einheitsmatrix iiber, womit

(14,2)

(14,3)

(14,5)

erwiahnte Prioritat Moyals kam leider in den 1950 ver-
vielfaltigten Exemplaren dieser Arbeit nicht zum Aus-
druck. — D’Espagnat?2 diskutiert die Moyalsche
Methode in sehr durchsichtiger Weise am Beispiel des
,sagitta‘-Falles, genau entsprechend unserem I1¢13:14,18
im Grenzfall » < 1.
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(14,5) den speziellen Wert 2/n annimmt. Wir be-
haupten nun, daB3 dieser spezielle Wert der kleinste
ist, den (14,5) tiberhaupt annehmen kann. Zum
Beweise betrachten wir zwei n-reihige quadrati-
sche Matrizen ¢ und e, die wir der Einfachheit hal-
ber sogleich als reell und symmetrisch annehmen.
Fiir diese gilt dann

Sp (¢®) Sp (¢%) = [Sp (ec)?, (14,6)

was — in Komponenten ausgeschrieben — nichts
anderes ist als die Schwarzsche Ungleichung.
Identifiziert man speziell ¢ mit dem Matrix-Pro-
dukt ab und e mit der Einheitsmatrix, so folgt die
Behauptung.

Die Bedeutung von (14,3) und (14,4) ist zunéchst
die folgende: Hat man sehr viele Spuren von Teil-
chen mit bekannten und untereinander gleichen
Eigenschaften (insbesondere Energie), fiir die also
die Konstante z, einen festen und bekannten Wert
hat, und mit man fiir jede dieser Spuren die z;
und bildet R nach (14,1), so ergeben sich Mittel-
wert und Schwankung der so bestimmten R gemil3
(14,3) und (14,4). — Dem iiblichen statistischen
Gebrauche entsprechend kann man umgekehrt
(14,3) und (14,4) dazu verwenden, um auf Grund
des bei einer einzelnen Spur durch Messung be-
stimmten Wertes R eine statistische Aussage iiber
die unbekannte GroBBe x, (bzw. z,7!) zu gewinnen.
Fiir den ,,MeBwert und die Schwankung von z,!
kommt man so zu den respektiven Formeln
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der bei den dortigen genaueren statistischen Be-
trachtungen vom Energiespektrum herriihrende
Exponent y jetzt nicht auftritt).

Wir wollen nun annehmen, dall echte und un-
echte Streuung gemeinsam auftritt, und haben
dann ausfiihrlicher im Exponenten von (14,2)

x? ag, = x,2 % + 2,2 a® (14,9)

einzusetzen. Die Formeln (14,3) und (14,4) fiir den
Mittelwert und die Schwankung von R gehen da-
mit tiber in

_ ng xﬂ?

E= 2 Sp (ba®) + "2 Sp (ba') (14,10)
und

— =g 4

- Sp (ba@bal®) + 22,2 Sp (ba'® ba™)

2
&

4
g Sp (ba™ ba™) .,

+ (14,11)

Wir kénnen nun die Matrix b;, speziell so wihlen,
dall entweder das zweite oder das erste Glied
rechts in (14,10) verschwindet. Diese speziellen
Matrizen b seien mit b©® bzw. b bezeichnet, fiir
die also gelten soll

Sp (b @) = 0 bzw. Sp (b a®) =0. (14,12)

Die mit den speziellen b gebildeten quadratischen
Formen (14,1) seien mit R, bzw. R, bezeichnet.
Mit der entsprechenden Umdeutung wie oben kann
man damit den auf Grund der MeBergebnisse an

i Sp (ab) T2 einer einzelnen Spur erhaltenen Wert R, verwen-
o = [ 2R ] (14,7) den, um «, zu bestimmen, und bekommt so —
1 [ Sp (abab) 1/2 analog zu (14,7) —
== | et e M el
o 0(x ) =73 [RSp (ab)] . (5] — [Sp (a b) ]1/2 1413)
Fiir b, =a;; gehen diese Formeln in die fritheren ‘ 2R, ,
(11,9) und (11,10) tiber (mit dem Unterschied, da  mit der zugehérigen Schwankung
1 Sp (a® b® a® b®) + 2 u Sp (a® b® a* be) + u® Sp (a* b® a* b¢) |1/2
= — e
0 (") =3 [ R, Sp (@ %) ] . (14,14)

Das Auftreten von y=x,2?/z,? in (14,14) besagt, dall
die Genauigkeit der Bestimmung von =z, nach
(14,13) mit davon abhingt, in welchem Grade die
unechte Streuung mitbeteiligt ist. — Die analogen
Formeln fiir z, erhdlt man aus (14,13) und (14,14)
durch Vertauschung der Indizes (e¢) und (u) und
Ersetzung von x durch g1

Die Bedingungen (14,12) koénnen offenbar auf
vielfialtige Weise befriedigt werden, und man
kénnte daran denken, als Nebenbedingung zu ver-

langen, dafl die Schwankung méglichst klein sein
soll. Statt dessen wollen wir uns damit begniigen,
fiir die Matrix b bzw. b™ einen moglichst einfa-
chen Ansatz zu machen, der (14,12) befriedigt. Da-
zu setzen wir simtliche Diagonalelemente b,; ein-
ander gleich und zwar=1; deren Nachbarelemente
seien ebenfalls einander gleich und zwar b;, ;4+; =
b;, i—;=0. Die Konstante ¢ (fiir die wir je nachdem
o, bzw. g, schreiben) soll so bestimmt werden, daf3
die eine bzw. andere Bedingung (14,12) erfiillt
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wird. Aus den bekannten Matrizen a{f) und a{ fiir
die Fille Ib und IIb folgt dann

fiir den Fall Ib:

26 n
O = P— und Oy = —m (14,15a)
und fiir den Fall ITb:
3n 33n _
G =T und o, = — D) (14,15b)

Fithrt man noch die folgende Bezeichnung ein

fiir den Fall Ib:

£, = 9/562; £, = —1/2 (14,16a)
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und fiir den Fall IIb:
e, = 13/33; ¢, =—2/3,
so lautet die Gl. (14,13) ausfiihrlich

(14,16 b)

—1 n+2m—1)e,o0, / / )
Te = [ 2 (Zziz + 20621‘,1. Z;4q) (14,13 )
i 7

und die entsprechende Formel fiir #;;! geht daraus
durch Ersetzen von o, und ¢, durch resp. o, und
¢, hervor. Die zugehorige Schwankung kann in
entsprechender Weise nach (14,14) ausgewertet
werden, was dem Leser iiberlassen bleiben mdoge.

Zur Behandlung der Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale *

Von H. PREUSS

Aus dem Max-Planck-Institut fur Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10a, 211—215 [1955]; eingegangen am 15. Januar 1955)

Es werden die zur Zeit vorliegenden Méglichkeiten zur numerischen Bestimmung der
Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale diskutiert und ein neuer vereinfachender Be-
rechnungsweg angegeben, der bei Verwendung von elektronischen Rechenmaschinen
durchgefiihrt werden kann. Der Anwendungsbereich einer vom Verfasser frither angegebe-
nen Abschiatzung fiir Integrale wird erweitert. AbschlieBend wird eine zweckmallige Be-
zeichnungsweise der Integrale vorgeschlagen und auf einen numerischen Zusammenhang
zwischen Austauschintegralen und einfacheren Integraltypen hingewiesen.

n der Theorie der chemischen Bindung stellen

bekanntlich die auftretenden Wechselwirkungs-
integrale ein umfangreiches mathematisches und
numerisches Problem dar, das zur Zeit nur in we-
nigen Fillen und in speziellen Bereichen fiir die
praktische Anwendung erledigt vorliegt.

Es handelt sich vornehmlich um sieben Integral-
typen, die bei der Berechnung der Energie auf-
treten, wenn die Gesamtmolekiilfunktion als Pro-
dukt von Einelektronenfunktionen angesetzt wird!.

Seien die Zentren mit a und b und die Einelek-
tronenfunktionen mit @ bezeichnet (die analyti-
schen Unterscheidungen beziiglich der Quanten-
zahlen werden durch @', @', @' angedeutet), so
ergeben sich die Integrale

(Do, Pp'] = [ D, Dy d 7, (1)
[a=1 | ,, Y] — [ D, — By dr:
a

(1| Dy D] = [ Dy— B, dr,  (2)
Ty

* Eine Herausgabe aller am Max-Planck-Institut
f. Physik (Gottingen) berechneten Integraltabellen ist
in der nichsten Zeit beabsichtigt.

1
[a—g | (Da’ q)b,] = J@ar_ d)b’ dT;

2
(b2 @y D) = [ By By dT,  (3)
b
[A ld)a (pbr 1 @a// ¢b”’] = J‘ ®a (DbIA ®a” @bnr dT s
(4)
[(Da (Db, I ®a” (Db/”]
=[D, (1) Dy (2) —T]: D, (1)Dy” (2)dr,dt,, (5)
[d)a Qa’ | d)a” @b’”]
1
= [ @) @) @)= @ () By () drydr,, ()
(D, D, | D, D]
= [0y (1) @y (2) 5= @y (1) Dy () drydry, (7)

die man allgemein als Uberlappungs-, Ubergangs-
und Impulsintegrale (1), (2, 3), (4) und weiter als
Coulomb-Ionen (Hybrid)- und Austauschintegrale
bezeichnet (5), (6), (7).

Als Einelektronenfunktion @, werden fast durch-
weg Slater-Funktionen benutzt:

1 H.J. Kopineck, Z. Naturforschg. 5a, 420 [1950].



